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前 言 


这 本 微 积分 入 门 是 以 刚刚 结束 高 中 数学 学 习 , 步 入 大 学 后 正式 学 习 数学 分 析 的 
人 为 对 象 而 编写 的 . 希望 本 书 能 够 成 为 从 高 中 数学 通 向 现代 微 积分 学 的 桥梁 . 
分 析 学 的 基础 是 实数 论 , 本 书 首先 详细 而 严密 地 论述 了 实数 论 . 最 初 , 我 计划 
以 高 木 先 生 的 《解析 概论 》 第 3 次 修订 版 ( 岩 波 书店 ) 和 蔬 原 先生 的 《微分 积分 学 
I 》、《 微 分 积分 学 》( 内 田 老 稚 国 ) 等 作为 蓝本 , 希望 用 读者 容易 接受 的 方式 严谨 
地 讲解 传统 的 微 积分 学 , 但 是 结果 却 在 某 些 地 方 脱离 了 这 一 宗旨 . 首先 , 在 第 2 章 
三 角 函 数 的 导入 上 , 本 书 从 角度 可 以 表示 为 平面 的 旋转 的 量 的 观点 出 发 , 用 指数 函 
数 et? 作为 媒介 定义 了 三 角 函 数 . 因为 在 进入 微分 学 之 前 , 对 三 角 函 数 进行 严格 的 
定义 是 非常 必要 的 . 
关于 第 4 章 的 单 变量 函数 的 积分 , 受 高 木 先生 著作 的 启示 , 被 积 函数 只 限定 
在 有 至 多 有 限 个 不 连续 点 的 情况 , 而 闭 区 间 上 具有 不 连续 点 的 函数 的 积分 都 作为 广 
义 积分 来 处 理 . 在 第 5 章 中 , 介绍 了 一 致 有 界 函 数列 的 Arzela 逐 项 积分 定理 及 由 
Hausdorff 给 出 的 初等 证 明 . 这 个 定理 自 Lebesgue 逐 项 积分 定理 的 出 现 而 被 遗忘 ， 
但 在 应 用 上 非常 有 用 . 在 第 6 章 2 中 , 使 用 积分 记号 , 从 Arzela 定理 导出 微 积分 定 
理 . 
在 第 7 章 中 , 将 详细 介绍 多 重 积分 , 即 多 元 函数 的 积分 , 二 元 函数 一 般 的 情况 
则 在 第 8 章 处 理 . 由 于 在 一 元 函数 的 情况 , 被 积 函 数 限定 为 至 多 具有 有 限 个 不 连续 
点 , 因此 多 元 函数 的 情况 也 应 进行 简化 . 为 此 , 第 7 章 首先 在 矩形 上 定义 连续 函数 
的 积分 概念 , 然后 用 (平面 上 的 ) 任意 邻 域 上 的 连续 函数 的 积分 定义 广义 积分 . 从 广 
义 积分 限定 在 被 积 函 数 是 连续 函数 这 一 点 来 说 , 它 比 传统 的 黎 曼 积分 要 狭窄, 但 从 
它 适用 于 任意 邻 域 这 一 点 来 说 , 又 比 黎 曼 积分 宽广 . 在 第 8 章 中 同样 定义 了 一 般 情 
况 下 的 多 重 积分 . 在 多 重 积 分 中 , 我 们 把 重点 放 在 了 积分 变量 的 变换 公式 的 严格 证 
明 上 . 一 元 函数 的 积分 变量 变换 公式 是 直接 从 不 定 积分 的 讨论 中 导出 的 . 对 有 二 元 
函数 f(z,y), 满足 Fey(z,y)=f(z,y) 的 函数 F(z,y) 可 以 作为 flz,y) 的 不 定 积分 9 . 
7.3 节 中 双重 积分 的 变量 变换 公式 就 是 根据 这 种 意义 下 的 不 定 积分 的 考察 获得 的 . 
其 出 发 点 是 无 论 如 何 也 要 设法 把 一 元 函数 的 积分 变换 公式 的 简洁 证 明 , 推广 到 两 变 
量 的 情况 . 在 第 8 章 中 , 通过 对 变量 的 个 数 采用 归纳 法 , 证 明了 一 般 情况 的 多 重 积 
分 的 变量 变换 公式 . 
作为 微 积分 的 应 用 , 传统 的 方法 是 讲授 曲线 的 长 度 和 曲面 的 面积 , 另外 还 讲授 
”。 @ 高 木 蜗 有 《解析 概论》， 改 订 第 3 版 ， 岩 波音 店 。 pp.109-110， (中 文 版 将 由 人 民 朗 电 出 版 社 出 版 . 
一 一 编者 注 ) 


@ 第 6~9 章 的 内 容 见 本 书 姊妹 篇 《 微 积分 入门 了 》. 一 一 编者 注 
@ 钨 谷 俊 司 《解析 学 入 门 》, 朝 合 书 店 , p.303. 


2 前 言 


微分 形式 理论 的 初步 知识 . 但 第 8 章 已 经 超过 了 预定 的 篇 幅 , 只 好 忍痛 割爱 删除 了 
微分 形式 理论 部 分 , 在 第 9 章 中 导出 曲线 长 度 公式 和 曲面 面积 公式 后 收尾 . 
现代 数学 受 形式 主义 的 影响 很 深 , 强调 数学 是 公理 化 构成 的 论证 体系 . 但 我 以 
为 , 正如 物理 学 是 描述 物理 现象 一 样 , 数学 是 描述 客观 存在 的 数学 现象 因此 为 了 
理解 数学 , 明确 把 握 数 学 现象 的 直观 是 非常 重要 的 . 我 在 撰写 本 书 的 过 程 中 , 不 仅 在 
论证 的 严密 性 上 , 而 且 在 直观 描述 上 都 下 了 巨大 的 功夫 . 
向 在 本 书 的 习题 解答 和 提示 的 写作 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 前 田 博信 氏 表 示 豆 
心 的 感谢 . 
- 氨 写 本 书 过 程 中 参考 了 高 木 先生 的 《解析 概论 》 和 芯 原 先生 的 《微分 积分 学 
I 》、《 微 分 积分 学 》. 我 想 书 中 《解析 概论 》 的 影响 应 随处 可 见 . 所 有 的 术语 都 是 
以 《 岩 波 数学 辞典 第 3 版 》 为 标准 . 
本 书 出 版 过 程 中 得 到 了 岩 波 书店 编辑 部 荒 井 秀 男 先生 的 许多 帮助 , 借 此 机 会 向 
荒 井 先生 表示 囊 心 的 感谢 . 


作 者 
1990 年 12 月 
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第 1 章 实 数 


1.1 序 


学 过 高 中 数学 的 人 , 应 该 大 致知 道 实数 是 什么 . 可 是 从 现代 数学 的 观点 来 看 , 高 
中 数学 的 实数 理论 在 严密 性 上 有 欠缺 , 它 作为 分 析 学 的 基础 还 不 很 充分 . 本 章 的 目 
的 是 在 把 有 理 数 作为 已 知 的 基础 , 然后 从 理论 上 严密 地 阐述 实数 理论 . 首先 复习 高 
中 已 经 学 过 的 有 关 实 数 的 知识 , 同时 指出 其 严密 性 上 的 欠缺 之 处 . 

在 一 条 直线 ! 上 取 两 个 不 同 的 点 O 和 ,对 1 上 任意 一 点 4, 用 O4 来 表示 以 
线段 OE 的 长 度 为 单位 长 度 测量 的 , 4 和 O 〇 的 距离 . 


一 一 一 -一 二 一 一 一 一 J 
0 E 4 


OAh 除 O 和 A 重合 的 情况 之 外 都 是 正 实数 . 进一步 


从 O 点 观察 ,如 果 4 与 瑟 在 O 同 侧 , 则 令 =O4， 
从 O 点 观察 如果 4 与 巨 分 别 在 O 两 侧 , 则 令 = -0O4， 
O 和 4 重合 时 , 则 令 a=0. 


并 且 给 直线 1 上 每 个 点 4 分 别 对 应 一 个 实数 a, 则 ! 上 所 有 的 点 与 全 体 实数 之 间 是 
一 一 对 应 的 . 此 时 把 ! 叫做 数 轴 , O 叫做 原点 , 叫做 单位 点 . 与 4 对 应 的 实数 a 叫 
做 4 的 坐标 . 又 4 的 坐标 是 a 时 , 记 做 A(a), 并 且 把 点 4 记 做 点 a 或 者 简称 为 
a. 即 实数 与 数 轴 上 各 点 视 为 等 同 , 把 实数 看 作 是 排列 在 数 轴 上 的 点 . 

整数 是 数 轴 上 等 距离 排列 的 点 : 


相 邻 的 两 个 整数 m 和 m +1 的 距离 当然 是 1. 
自然 数 n 确定 时 , 形 如 m/n (m 是 整数 ) 的 有 理 数 , 在 数 轴 上 以 1/n 的 距离 排 
列 . 例如 下 图 表示 有 理 数 m/5: 


2 第 1 章 实数 


随 着 ”的 增 大 , 间隔 1/n 能 够 无 限 变 小 . 因此 无 论 在 数 轴 上 取 多 么 短 的 线段 PQ, 只 
要 尸 与 Q 不 重合 , P 与 Q@ 之 间 就 存在 无 数 多 个 有 理 数 . 这 表示 , 有 理 数 的 集合 在 
数 轴 上 是 处 处 稠密 的 . 

V5 不 是 有 理 数 9. 不 是 有 理 数 的 实数 叫做 无 理 数 . 因为 V3 是 无 理 数 , 所 以 , 若 
7 是 有 理 数 , 则 7 十 V3 也 是 无 理 数 . 显然 "+ V3 这 样 的 无 理 数 集合 在 数 轴 上 也 是 
处 处 稠密 的 . 因此 , 全 体 无 理 数 的 集合 在 数 轴 上 当然 是 处 处 稠密 的 . 

如 果 用 十 进 制 的 方法 , 所 有 实数 都 可 以 用 整数 或 小 数 的 形式 表示 . 小数 分 为 有 
限 小 数 和 无 限 小 数 . 有 限 小 数 意思 从 字面 就 可 以 理解 . 例如 : 0.0625=625/10 000= 
1/16. 

无 限 小 数 中 如 1.121 621 621 6… , 这 样 从 某 一 位 开始 , 相同 的 几 位 数字 无 限 循 
环 排列 的 数 叫做 循环 小 数 . 


1.121 621 621 6... =1.1+ 0.0216 + 0.000 021 6+.…. 
=11+0.0216x (1+ -+ + +.… 
et 103 106 ”109 


除去 有 限 小 数 1.1, 剩 下 的 部 分 是 以 0.0216 作为 初 项 , 以 1/103 作为 公 比 的 无 穷 等 


比 级 数 . 因此 ， 
0.0216 216 _11, 216 
1.121 621 621 6… =1.1 =11 三 
+ 90 


105 


_11205 _ 83 
9990 74° 
又 例如 循环 小 数 
3.560 975 609 756 097... 
可 以 写成 


1 1 
3.560 975 609 756... = 3+0.560 97 x Qi+ 南 + 二 + ) 


1 56 097 
=3+0.5 二 3 下 
十 0.560 97 x 本 po 900 
105 
-34314 
A 4 


@ 假定 V3 是 有 理 数 , 则 它 等 于 不 可 约 分 数 m/n (m,n 是 自然 数 ): V2 = m/n. 所 以 2n2 = m2. 
如 果 m 是 奇数 , 则 m2? 也 是 奇数 . 这 与 2n? 是 偶数 相 矛 盾 . 故 m 是 偶数 , 即 m = 2k, 是 自然 
数 , 所 以 n2 = 2k?. 从 而 , n 是 偶数 . 这 与 m/n 是 不 可 约 分 数 相 矛 盾 . 故 V2 不 是 有 理 数 . 


LL 序 ' 二 


一 般 地 , 从 某 位 开始 的 n 个 数字 组 成 相同 排列 的 
无 限 循环 小 数 , 是 由 有 限 小 数 和 以 有 限 小 数 作为 初 项 3 
并 以 1/10” 作为 公 比 的 无 穷 等 比 级 数 的 和 组 成 的 . 因 
为 


| 1 10" 
lti0 t+10m+I0m+ Tim 


是 有 理 数 , 因此 , 御 环 小 数 都 是 有 理 数 . 

反之 , 既 不 是 整数 也 不 是 有 限 小 数 的 有 理 数 必 能 用 
钉 环 小 数 表示 . 这 可 以 通过 进行 除法 运算 , 在 把 分 数 用 
小 数 来 表示 的 操作 过 程 中 观察 了 解 .. 例如 89 除 以 13， 
可 以 得 到 右边 的 式 子 ， 
所 以 


和 = 6.846 153 846 153 846 153.... 

这 个 无 限 小 数 的 第 7 位 以 后 每 6 位 就 出 现 相同 的 排 
列 846 153, 是 因为 第 7 行 的 余数 和 第 一 行 的 余数 都 是 
11 的 缘故 . 确定 小 数 点 后 面 数 字 846 15… 的 除法 运算 
的 步 又 如 下 : 首先 由 89 除 以 13 得 出 余数 11, 这 个 余 
数 11 的 10 倍 110 除 以 13 得 出 商 是 8 余数 是 6. 这 个 余 
数 6 的 10 倍 60 除 以 13 得 出 商 是 4 余数 是 8. 这 个 余数 8 的 10 倍 80 除 以 13 得 
出 商 是 6 余数 是 2. 依 此 类 推 , 得 出 的 商 依次 排列 为 846 15… 

任意 一 个 非 昨 数 、 非 有 限 小 数 的 分 数 q/p(p,9 是 自然 数 ), 把 它 用 无 限 小 数 来 表 
示 的 除法 运算 的 步 又 完 全 类 似 . 即 首先 用 q 除 以 了 得 出 商 是 人 余数 是 m, 其 次 1071 
除 以 p 得 出 商 是 有 余数 是 r2, 然后 10ra 处 以 p 得 出 商 是 ko 余数 是 73,…, 10rn 
除 以 p 得 出 商 是 kn 余数 是 rn+l,…… 以 此 类 推 得 出 的 商 有 ,ko,…, kn,… 分 别 是 
0,1,2,…,9 中 的 某 一 个 数字 , 分 数 q/p 可 用 无 限 小 数 : 

ka 

来 表示 . 当然 , 在 这 里 整数 上 也 是 用 十 进 制 数 表示 . 

这 种 无 限 小 数 是 循环 小 数 , 可 以 通过 以 下 方法 确定 : 对 某 个 n, 当 rn = 0 时 ， 
kn, n+ kn+2，,"… 稍为 0， 


全 一 kkiko .na 
了 


成 为 有 限 小 数 , 与 假设 矛盾 . 所 以 , 余数 rw 全 都 是 不 大 于 p 一 1 的 正 整 数 . 因此 ,2 个 
余数 71,72,… ,7p 不 可 能 全 部 不 同 . 换言之 , 这 p 个 余数 中 , 至 少 有 两 个 是 一 样 的 : 


rm=r7n 工 生 议 妇 入 有 作 
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此 时 , 确定 从 小 数 点 后 第 n 位 开始 的 数字 hn, kn+1, kn+2,… 的 除法 运算 与 确定 从 第 
m 位 开始 的 数字 km, km+1, km+2,"… 的 除法 运算 是 一 致 的 . 因此 ， 
kn=km, kntl= kmtl, knt2 一 rn+2 
也 就 是 说 , gq/p 是 从 第 m 位 开始 , 数字 kwkm+3… kn-1 的 无 限 循环 的 循环 小 数 . 
无 理 数 用 无 限 不 循环 小 数 来 表示 . 例如 
V2 =1.414 213 56.…. (1.1) 


这 个 无 限 小 数 的 表示 是 如 下 得 到 的 . 首先 , V3 在 1 和 2 之 间 : 
ei 二 点 
把 1 和 2 之 间 分 成 10 等 份 , V2 放 入 相 邻 的 等 分 点 和 15 之 间 ， 


1.4 < VI < 1.5. 一 一 和 一 


把 1.4 和 1.5 之 间 分 成 1 等 从 vE 放 入 相信 的 等 分 点 和 1 和 工人 2 之 间 ， 
1.41 < VI < 1.42. ne 
把 1.41 和 1.42 之 间 分 成 10 等 份 , V2 5 放 入 相信 的 等 分 点 1.414 和 1.415 之 间 : 
1.414 < V2 < 1.415. 
反复 进行 这 个 操作 , 就 可 以 得 出 无 限 小 数 的 表示 (1.1). 
任意 一 个 实数 a 用 无 限 小 数 表 示 , 除 a 是 整数 或 有 限 小 数 这 种 情况 外 , 其 余 完 
全 可 以 用 同样 的 方法 来 获得 . 即 , 首先 确定 满足 
k<a<k+i+l 


的 整数 ,然后 获得 满足 

1 十 外 二 1 

102 ?” 

ks ks+l1 
107 + “105 


3 < a < 大 十 全 


的 和 ;kz,k3,… 顺 次 排列 构成 的 无 限 小 数 表示 : 
a = k.kikokaka .…-. (1.2) 


考虑 到 a 还 包含 整数 或 有 限 小 数 的 情况 , 上 面 的 一 系列 不 等 式 也 可 以 换 成 下 面 的 
一 系列 不 等 式 : 


k<a<ktl, k+ 和 <a<kt tl 
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二 证 


k++ <a<k+h 


+ 芒 < 


当 a 是 负数 时 , 式 (1.2) 中 是 负 整 数 . 此 时 , 令 hh = 9 一 i, 因为 
0.kikokaka -…+ 0.hihzhsha... = 0.9999.… = 


所 以 
Q=k+1—0.hh2hsha.... 


因此 , 若 令 h = -kk 一 1,h 是 非 负 整数 , 则 
a = —h.hihahaha.... (1.3) 


这 是 负 实数 a 的 一 般 十 进 制 小 数 表示 . 同 理 , 任意 的 实数 都 可 以 用 十 进 制 小 数 来 表 
示 . 


反之 , 任意 的 十 进 制 小 数 是 否 也 一 定 表 示 一 个 实数 呢 ? 关于 有 限 小 数 和 循环 小 
数 , 由 于 我 们 已 经 阐述 过 , 把 
kkikakskaks (1.4) 
设 为 如 
1.010 110 111 011 110 111 110 1.…. 
这 样 的 无 限 不 循环 小 数 . 在 高 中 数学 中 , 实数 a 
a = kkikokskaks 


的 存在 性 作为 当然 的 结果 确认 下 来 . 即 (1.4) 的 小 数 去 掉 n+1 位 以 后 的 数字 , 得 到 
的 有 限 小 数 设 为 

Qn = k.kik2ks :kn 
的 话 , 就 是 承认 了 使 不 等 式 : 


<a <ant Tr n=1,2,3,4.:. 


完全 成 立 的 实数 a 的 存在 性 . 放 在 数 轴 上 考虑 , 即 意味 着 , 对 于 所 有 的 n=1,2,3,4,…… 
的 点 ,an 与 an 十 1/10" 之 间 存 在 点 a 


a 
一 一 一 一 一 一 


外 “让 
由 于 实数 作为 在 以 线段 OE 的 长 度 为 单位 长 度 测量 数 轴 上 两 点 0, A 间 的 距离 时 ， 
附加 了 二 号 来 考虑 , 因此 为 了 证 明 实数 a 的 存在 , 必须 证 明 数 轴 上 存在 这 样 的 点 a 
为 此 , 必须 明确 数 轴 到 底 是 什么 . 至 此 , 我 们 看 到 高 中 数学 中 直线 乃至 实数 还 欠缺 
明确 的 定义 . 
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在 本 节 , 我 们 假定 读者 已 经 掌握 了 有 理 数 及 其 大 小 、 加 减 乘除 的 知识 , 在 此 基 
础 上 , 给 出 实数 的 严格 定义 . 要 理解 数学 , 必须 严密 地 追踪 其 论证 过 程 , 仅仅 如 此 还 
是 不 够 的 , 还 必须 对 数学 的 现象 有 一 个 直观 的 理解 “原来 是 这 样 , 原来 如 此 , 我 明白 
了 ”, 当 你 这 样 想 的 时 候 才能 对 它 有 一 个 综合 的 把 握 , 才能 自由 地 驾驭 理论 . 以 下 在 
阐述 实数 的 严密 的 理论 时 , 不 时 插入 有 助 于 帮助 理解 的 说 明 , 也 就 是 下 面 的 小 字 印 
刷 部 分 . 

a) 实数 的 定义 

有 理 数 全 体 构成 的 集合 用 Q 来 表示 . Q 的 元 素 用 ob cm s 等 字母 表示 . Q 关 
于 加 减 乘除 运算 构成 域 (field), 所 以 又 把 Q 叫做 有 理 数 域 . Q 的 元 素 间 定 义 了 大 小 
关系 , 用 “>” 和 “<” 来 表示 , 这 些 我 们 在 高 中 已 经 学 过 . 我 们 可 以 把 有 理 数 想 象 成 
按照 大 小 顺序 , 在 直线 上 排 成 一 行 , 所 以 又 把 Q 叫做 有 理 直 线 . 对 于 两 个 不 同 的 有 
理 数 ob a < 时 , 存在 无 数 个 有 理 数 7, 使 a < ”> < 成立, 这 称 之 为 有 理 数 的 笛 
密 性 . 


再 回 到 高 中 数学 , 回顾 一 下 数 轴 !, 有 理 直 线 Q 是 ! 上 的 有 理 点 , 即 坐标 是 有 理 数 的 点 
的 全 体 构成 的 集合 . 现在 如 果 给 定 一 个 有 理 数 a, Q 在 下 图 中 被 a 点 分 割 成 左 侧 的 部 分 A 
和 右 侧 的 部 分 A 


A A' 


中 一 一 个 CS 1 
和 0 1 a 2 
4 是 由 比 a 小 的 有 理 数 构成 的 集合 , 4' 是 由 比 a 大 的 有 理 数 构成 的 集合 , 记 为 : 
4={freQlr<a，4={freqQr>al Q=AUA’, ANA’=%. 


显然 4 中 的 有 理 数 恒 小 于 4' 中 的 有 理 数 . 
re4，se4， 则 r<as. (1.5) 
根据 4 和 4 的 定义 得 ， 
re4 ，se4， 则 r<a<as. (1.6) 
即 a 是 A 和 4' 的 分 界 点 . 如 在 1.1 节 开 头 所 述 , 有 理 数 的 集合 Q 在 数 轴 上 是 处 处 稠密 的 . 
由 此 可 知 , a 是 由 满足 条 件 (1.6) 的 4 和 A' 所 确定 的 唯一 的 一 个 实数 . 假设 除了 a 以 外 ， 
还 存在 一 个 满足 条 件 的 实数 B, 不 妨 假设 a > B, 那么 必定 存在 有 理 数 也 使 得 a <t< B 成 
立 . 根据 (1.6), t 既 不 包含 在 A 中 也 不 包含 在 4 中, 这 与 结论 4U 4' = Q 相 矛 盾 . 
本 节 的 目的 是 在 假定 读者 已 了 解 有 理 数 的 基础 上 , 给 实数 以 明确 的 定义 .现在 假设 给 
定 一 个 无 理 数 a, 如 上 所 述 , a 把 Q 分 成 满足 条 件 (1.5) 的 两 部 分 4 和 A'. 反 过 来 , a 是 由 
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4 和 4 确定 的 分 界 点 . 在 这 种 情况 下 , 要 在 有 理 数 的 基础 上 来 定义 无 理 数 , 同样 可 以 把 这 
个 操作 过 程 反 过 来 . 首先 , 把 Q 分 成 满足 条 件 (1.5) 的 两 部 分 4 和 A', 然后 用 A4 和 4 的 
分 界 点 来 定义 实数 . 这 是 来 自 于 Dedekind 的 分 划 思 想 . 


下 面 就 根据 Dedekind 思想 来 阐述 实数 的 定义 有理 直 线 Q 被 分 割 成 两 个 非 
空子 集 4 和 4, 如 果 4 和 44 满足 以 下 两 个 条 件 时 ,4 和 44 的 组 叫做 有 理 数 的 分 
划 (cut,Schnitt), 用 记号 (4, 4') 来 表示 . 

(re4se4' ,那么 7r <s; 

(2) 没有 属于 4 的 最 大 有 理 数 . 即 如 果 re 4, 则 存在 te 4 使 得 t>7. 
当然 , Q 被 分 割 成 4 和 4! 两 部 分 , 意味 着 Q = AU Ah',AN 4’ =. 

分 划 (4, 4') 中 , 4' 是 4 关于 Q 的 补 集 . 即 4' 是 从 Q 中 除去 全 部 属于 4 的 
有 理 数 后 剩 下 的 元 素 构成 的 集合 . 分 划 (4, 4') 是 由 4 唯一 确定 的 . 由 于 命题 “如果 
se h', 那么 7 < s” 与 它 的 逆 否 命题 “如 果 s<r 那么 , se 4” 等 价 , 所 以 , 分 划 的 
条 件 (1) 只 和 关于 4 的 下 列 条 件 等 同 : 

(3) re4 时 ,s<mseQ, 那 么 se4. 
同样 , (1) 和 涉及 4' 的 下 列 条 件 也 等 同 . 

(3)'rE Ah' 时 , s >7,sEQ, 那么 s€ 4'. 
定义 1.1 ”有理 数 的 分 划 叫 做 实数 (real number). 

实数 用 o 6 等 希腊 字母 来 表示 . 实数 (4, 4') 用 a 表示 的 时 候 , 记 为 a = (4, 4). 
所 谓 两 个 实数 a = (4, 4') 和 8 = (B,B') 相等 ( 记 a = 6), 是 指 (4,4') 和 (B,B') 
是 相同 的 分 划 . 这 也 意味 着 4 和 B 是 相同 的 集合 . 


实数 论 完成 之 际 , a = (4,4') 是 4 和 4 的 分 界 点 , 即 对 任意 的 +E 4, se 4, 满足 不 
等 式 + < a < s 的 实数 只 有 一 个 . 虽然 如 此 , 但 在 此 阶段 不 等 式 + < a < s 还 没有 意义 , 所 
以 只 能 在 形式 上 把 分 划 这 一 概念 定义 为 实数 . 


对 于 分 划 (4, 4'), 可 以 考虑 两 种 类 型 ; 

(D 没有 属于 4' 的 最 小 有 理 数 ; 

(ID) 有 属于 4’ 的 最 小 有 理 数 . 

当 (4, 4) 是 第 () 种 类 型 时 , 设 a 是 属于 4!' 的 最 小 有 理 数 

A={reQlr<a}, 4={resQr>ol. (1.7) 

此 时 , 称 实数 (4, A') 等 于 有 理 数 a. 记 为 (4, 4') = a. 取 任 意 有 理 数 a, 根据 (1.7)， 
车 定义 分 划 (4, 4'), 当然 实数 (4, 4') = a. 此 时 我 们 把 实数 (4, A') 和 有 理 数 a 视 为 
相同 . 因此 , 所 有 有 理 数 都 是 实数 . 实数 (4, 4') 是 有 理 数 的 无 限 集合 的 组 , 是 同一 
个 有 理 数 处 于 不 同 水 平 的 概念 . 我 们 姑且 把 这 二 者 视 为 同一 , 并 把 实数 概念 看 成 是 
有 理 数 概念 的 推广 . 
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(44) 在 第 (I) 种 类 型 中 , 实数 a = (4,4) 和 任意 有 理 数 都 不 同 . 此 时 , 把 
a= (4, 4') 叫做 无 理 数 (irrational number). 

b) 实数 的 大 小 

实数 论 完成 之 际 , 因为 如 果 a = (4, 4'), 那么 4= {fr es Qlr < aj, 所 以 实数 的 
大 小 理应 定义 如 下 . 
定义 1.2 ”已 知 两 个 实数 “= (4,4), 8=(B,B'), 如 果 AcB, 则 a 比 6 小 ,或 者 
说 8 比 a 大 . 记 作 a< 8,6>a. 

当 a = 6 = 都 是 有 理 数 时 , 在 此 作为 定义 的 实数 a, 8 的 大 小 和 作为 有 理 数 
a, 6 的 大 小 一 致 . 从 而 显然 有 4 = {rE QI|r < a}, B= {re QIr < 0. 
定理 1.1 ”两 个 实数 a, B 之 间 的 关系 是 以 下 三 者 之 一 , 并 且 仅 有 其 中 之 一 成 立 . 

a<p, a=p, a>p. 


证 明 a<p,a= P,Q > 分别 等 价 于 4C B,A4=B,42B. 三 个 关系 Ac 了， 
4 = B, 4 > B 之 中 必 有 菜 两 个 不 成 立 , 因此 必 有 其 中 之 一 成 立 . 即 只 需 证 4C B® 
或 42 B 即 可 . 为 此 , 我 们 来 假定 既 非 4C B, 也 非 4 2 B, 即 存在 满足 ae 4, 且 
a B 的 有 理 数 a 和 满足 be B, 且 654 4 的 有 理 数 b. 由 于 a# B, 即 a€ B', hd 
根据 分 划 的 条 件 (1) 得 5< a, 同 理 得 a< b. 这 是 矛盾 的 . 

定理 1.2 如 果 a< PB,B<7, 则 a<7. 

证 明 设 a=(h,4'),8=(B,B'),Y=(C,0), 则 ACB,BcC. 所 以 AcC, 即 
QaQ<”Y. 口 
定理 1.3 ”对 于 任意 实数 a = (4, 4) 下 式 成 立 . 


4={fresQr<a，4={freqQlr>al. (1.8) 
证 明 ”为 了 比较 有 理 数 > 和 实数 a, 把 > 看 作 实数 , 并 用 分 划 来 表示 ， 
r=(R,R), R={s€éQls<r}, R={seQls>7). 


因为 4uU4' = Q, 4n4' = gg, 所 以 要 证 (1.8) 式 只 需 证 明 : 如 果 re 4h, 则 7 <a; 如 
果 re 4h, 则 7 之 a 

(1) 当 re 4h 时 : 根据 分 划 条 件 (3), s <7, se€ Q, 则 由 s€ 4, 从 而 RC A. 又 
因为 r 4 R, 所 以 Rh. 故 7r<a 

(2) 当 r7 € 4' 时 : 根据 分 划 条 件 (3)'， s 之 r,sEQ, 则 由 se 入 得 忆 C A 又 
因为 R,4 分 别 是 Q 中 RR 和 4 的 补 集 ,因此 A4CcR, 即 7r>a. 口 


定理 1.3 说 明 , 实数 a = (4,A') 成 为 4 和 A 的 边界 点 . 


@ “A C B” 表示 一 般 的 包含 关系 (不 限于 真 包含 关系 ). 
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定理 1.4 ”对 任意 两 个 实数 a, 8(a < 6), 存在 无 数 个 满足 w <r < B 的 有 理 数 
证 明 设 a=(4,4),8=(B,B'), 因 为 a< 6p, 所 以 Ac B. 因此 存在 满足 be 有 B， 
5 4 4 的 有 理 数 b. 因为 be Ah', 由 定理 1.3, a < b. 根据 分 划 的 条 件 (2), 因 没 有 属 
于 B 的 最 大 的 有 理 数 , 所 以 存在 无 数 个 满足 5< r, re B 的 有 理 数 ~. 由 定理 1.3， 
re 下 和 r< 有 等 价 ,所 以 这 些 有 理 数 ” 都 满足 不 等 式 c<r< PB. 口 
实数 全 体 的 集合 用 R 来 表示 . 我 们 可 以 想象 实数 按照 大 小 (<) 顺序 排 成 一 行 ， 
把 及 叫做 数 轴 . 至 此 在 高 中 数学 中 含义 模糊 的 数 轴 概 念 得 以 明确 定义 .R 表示 数 
轴 时 , 称 实数 为 数 轴 上 的 点 , 把 有 理 数 叫 做 有 理 点 , 把 无 理 数 叫做 无 理 点 . 
我 们 在 1.1 节 中 已 经 阐述 过 有 理 数 的 集合 Q 在 数 轴 上 处 处 稠密 . 定理 1.4 表明 
这 一 结论 在 严格 定义 的 数 轴 上 仍然 是 成 立 的 . 
定理 1.5 ”对 给 定 的 自然 数 m 及 任意 实数 a, 存在 有 理 数 a 满足 


1 
a<asgat—. 
m 


证 明 设 a= (4,4'), 任 取 roe 4, 对 自然 数 nn, 令 Tn=rTo 二 n/m. 如 果 设 se 4， 
当 n>m(s 一 rT0) 时 , rn = To 十 n/m > s, 因此 rn € A'. 从 而 满足 7h-1 € A, rk € A’ 
的 自然 数 上 确定 . 令 a=rk-b 则 a<a<a+l/m-. 口 


这 个 定理 北 含 了 实数 可 以 由 有 理 数 任意 逼近 . 


c) 无 理 数 

如 1.1 节 所 述 , 在 高 中 数学 中 , 我 们 对 于 无 限 不 循环 小 数 必 是 实数 这 一 点 , 还 不 
能 明确 地 说 明 . 实数 的 十 进 制 小 数 表示 在 以 后 的 数列 的 极限 中 会 讲 到 , 在 这 里 , 先 
证 明 无 限 不 循环 小 数 是 无 理 数 . 

已 知 无 限 不 循环 小 数 kik2k3… kn…, 其 中 卡 为 整数 , 并 令 


本 ri k2 kn 
on 二 hikaekn 一 十 村 十 了] 修 十 … 十 了 


如 一 am 十 10m、 


如 1.1 节 所 述 , 这 个 无 限 小 数 表示 实数 a 无 非 是 实数 a 关于 一 切 自然 数 n 满足 下 
面 的 不 等 式 : 
an < Qa<bn. (1.9) 
显然 , 由 an-1 < an 及 0< kn < 9 得 ， 
kn+t+1 
10™ 
考虑 到 它 是 无 限 不 循环 小 数 , 所 以 从 某 一 位 开始 , 以 后 的 全 部 如 不 能 都 是 0, 并 
且 , 从 某 一 位 开始 , 以 后 的 全 部 kn 也 不 能 都 是 9， 即 存在 无 数 个 满足 im > 1 的 


10 _ 
lo 


bn = an -1 十 <an-l+ bn—1. 
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自然 数 m， 并且, 存在 无 数 个 满足 皮 <8 的 自然 数 !， 对 于 这 样 的 m,i, 不 等 式 
am-1 < am, b < bi-1 成 立 . 即 ， 
Qa Sang. 
bh<b1<:…<bn 


对 所 有 的 自然 数 n, 要 想 证 明 满足 (1.9) 的 实数 a 的 存在 , 令 
A'={reQIr zan, n=1,2,3.…}. 


设 4 是 集合 4 在 Q 中 的 补 集 . (4, A4') 成 为 有 理 数 的 分 划 , 可 以 通过 如 下 简单 的 方 
法 确认 . 由 (1.10), al e 4,b1 < A', 即 4 和 4' 都 是 非 空 集合 . 显然 , 4/ 满足 分 划 的 
条 件 (3) 因为 4 是 由 至 少 对 某 一 个 n, 满足 + < an 的 有 理 数 > 全 体 构 成 的 集合 ， 
所 以 4 中 没有 最 大 的 有 理 数 . 令 


“am-1< am < 
和 《和 0 (1.10) 


a= (4,4"). 


(1.10) 表示 对 于 所 有 的 自然 数 mw an e 4 ba e 4! 成 立 . 因此 根据 定理 1.3, a < a < 
bn. 再 者 , (1.10) 表示 对 于 任意 的 n, 存在 满足 bi < bn 的 上 所 以 , a < b < bn. 即 对 
于 所 有 的 mw 

an<a<bn (1.11) 
成 立 . 
这 个 a 是 无 理 数 . 为 证 明 这 个 结论 , 先 假定 a 是 有 理 数 , 并 设 a = q/p, (p 为 自 
然 数 , q 为 整数 ), 不 等 式 (1.11) 转化 为 


an < 工 4<w+ 评 ， n=0,1,2,3.. (1.12) 


但 这 里 oo = k. 这 一 连 串 不 等 式 , 反 过 来 确定 唯一 的 无 限 小 数 上 .iakaka .… 并 且 , 它 
的 确定 方法 和 1.1 节 所 阐述 的 操作 过 程 是 一 致 的 , 即 9 > 0 时 , 用 十 进 制 法 g 除 以 
2, 求 出 q/p 的 循环 小 数 的 表示 方法 . 为 验证 这 一 事实 , 令 

人 10" Jp 人 三 am) =10" 9 一 10" an-1p, 
因为 10” 1an-1 是 整数 , 所 以 rn 也 是 整数 . 根据 式 (1.12), 因为 


9 1 
0<p 7 m1 < I 


所 以 
0<rn<p. 


又 因 
Tn+1 = 10"p 人 一 an-1 一 条 ) = 10rn — pkn, 


即 
10rn = pkn + Tnt1: 


进一步 , 因为 m: = 4 一 pk, 得 到 


qg=Ppk+ri, 0<n<p, 
10r1 = pki + 72, 0<r2<p, 


10rn =pkn+rTntl, 0O<rntl <p, 


这 正 是 9 > 0 时 , 用 十 进 制 法 9 除 以 p 的 除法 运算 的 操作 ， 如 1.1 节 所 述 , 因为 
T1172，,…,Tp 中 至 少 有 两 个 是 相同 的 , 从 而 给 出 了 除法 运算 q/p 的 循环 小 数 的 表示 
方法 . 当 9 < 0 时 可 类 似 地 证 明 . 因此 无 限 小 数 .kik2k3… 必 是 循环 小 数 , 这 与 假 
设 相反 . 所 以 a 是 无 理 数 . 口 

这 样 就 证 明了 无 限 不 循环 小 数 都 是 无 理 数 . 由 此 我 们 得 知 , 无 理 数 在 数 轴 上 处 
处 稠密 . 即 对 任意 给 定 的 两 个 实数 6,7(6 < ?), 存在 无 穷 多 个 满足 8 < a < 7 的 无 
理 数 a. 

d) 实数 的 连续 性 

当 a = (4,4') 为 无 理 数 时 , 因为 有 理 直 线 Q 在 4 和 4 的 分 界 点 处 有 “间隙 ”， 
所 以 成 为 4 与 4 分界 点 的 有 理 数 不 存 在 . 正 因为 有 理 直 线 Q 在 所 有 地 方 都 存在 
“间隙 ”， 


所 以 , 可 以 想象 Q 的 “间隙 ” 全 部 被 无 理 数 填充 而 成 为 数 轴 R. 数 轴 R 已 经 不 存在 
间隙 了 . 这 就 是 实数 的 连续 性 . 为 了 说 明 及 中 没有 间隙, 我 们 来 考虑 一 下 实数 的 分 
划 . 

数 轴 R 被 分 割 成 两 个 非 空子 集 4 和 4, 如 果 4 和 A' 满足 下 面条 件 时 , 4 与 
4 的 组 (4, 4) 叫做 实数 的 分 划 : 

如 果 peA，oeEA， 则 p<o. 

(4, 4') 是 实数 的 分 划 时 , 如 果 pe 4, 则 满足 r < p 的 所 有 实数 7 都 属于 4. 这 是 显 
然 的 . 同 理 , 如 果 o € A', 则 满足 7 > o 的 所 有 实数 7 都 属于 4/. 
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定理 1.6 ”如 果 (4,4') 是 实数 的 分 划 , 则 或 者 存在 属于 4 的 最 大 实数 或 者 存在 属 
于 4' 的 最 小 实数 . 

证 明 设 A=4nQ,A'=4nQ: 如 果 存 在 属于 A 的 最 大 有 理 数 a, 那么 a 是 属 
于 4 的 最 大 实数 . 如 果 存 在 满足 a < p,p & 4 的 实数 p, 我 们 取 满足 a<7 <p 的 有 
理 数 "一 一 这样 的 有 理 数 ” 的 存在 性 由 Q 在 R 上 的 处 处 稠密 性 来 保证 (定理 1.4)， 
则 re 4, 这 与 a 是 属于 A 的 最 大 有 理 数 相反 . 故 可 设 A 中 没有 最 大 的 有 理 数 , 则 
易 知 (A,A') 是 有 理 数 的 分 划 , a = (A, A’) 是 实数 , 因此 , we 4 或 a eA. 

如 果 ae 4, 则 a 是 属于 4 的 最 大 实数 . 如 果 存 在 满足 a < mpe 4 的 实数 p， 
我 们 取 满 足 a < 7 < p 的 有 理 数 7, 则 ~ € 4, 因此 必 有 "7 e A. 另 一 方面 , 根据 定理 
1.3, 7 € A'. 这 是 相互 矛盾 的 . 

同 理 , 如 果 a € 4', 则 a 是 属于 4' 的 最 小 实数 . 口 

根据 定理 1.6, 关于 实数 的 分 划 (4, 4'), 必 存 在 成 为 4 和 4 界 点 的 实数 a. 即 
存在 满足 条 件 

pe4 ce4， 则 pka<kc 


的 实数 a. 这 就 是 实数 的 连续 性 . 数 轴 R 上 是 不 存在 间隙 的 . 


注意 ”有理数 的 分 划 条 件 (2) 是 为 了 叙述 能 方便 简明 ， 从 原则 上 说 是 不 必要 的 . 如 果 
去 掉 条 件 (2), 有理数 的 分 划 (4, A'), 除了 工 型 和 五 型 之 外 , 则 出 现 4 中 存在 最 大 有 理 数 
的 II 型 . (4, 4') 是 II 型 时 , 设 属于 4 的 最 大 有 理 数 是 a, 则 (4, 4') 与 a 相等， 只 能 是 
(4, A') = a. 因此 一 个 有 理 数 a 与 了 型 和 II 型 两 种 分 划 相 对 应 , 导致 叙述 混乱 . 为 避免 这 
种 情况 , 加 入 了 条 件 (2), 除去 了 III 型 的 分 划 . 关于 实数 的 分 划 , 在 应 用 上 如 果 不 引入 条 件 
(2) 运用 起 来 反而 会 更 为 方便 . 


1.3 ”实数 的 加 法 与 减法 


本 节 将 阐述 根据 有 理 数 的 分 划 所 定义 的 实数 的 加 法 、 减 法 . 实数 的 加 减 乘除 运 
算 我 们 在 高 中 数学 中 已 经 能 够 运用 自如 了 , 但 那 时 实数 尚 没有 被 明确 地 定义 , 所 以 
实数 的 运算 自然 也 缺乏 明确 的 根据 

在 本 节 中 , 我 们 规定 S 是 Q 的 任意 一 个 子 集 , 5' 是 5 在 Q 中 的 补 集 即 
SUS'=Q, SNS’=%,(S) = 9. 

对 任意 给 定 的 有 理 数 的 两 个 子 集 5,T, 所 有 ss S 和 teET 之 和 s+t 的 全 体 
集合 用 5 十 了 表示 : 

S+T={s+tlses,teT}. 
同样 地 , S 十 上 表示 : 
S+t={s+tlses}, 
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等 等 
关于 实数 a = (4, 4'), 因为 4= {re Qlr < a}, 所 以 两 个 实数 的 和 当然 应 该 如 下 定义 . 
定义 1.3 已 知 任意 两 个 实数 a = (4, 4'), B= (B,B') a 与 有 之 和 定义 为 
a+B=o o=(5,S), S=A+B. 
这 里 , (5, 5') 是 有 理 数 的 分 划 , 容易 如 下 验证 . 首先 , 阐述 一 个 屡屡 被 用 到 的 关 
于 有 理 数 性 质 的 引 理 . 
引 理 1.1 设 a,b 是 有 理 数 , 则 对 满足 > < a 二 6b 的 有 理 数 7, 存在 s,t 使 得 7 = 


8 十 t,s < a,t <b 成立. 
证 明 ”如果 取 s=a 一 (a+5 一 7)/2,t=b 一 (a 二 6 一 7)/2, 则 显然 


r=8+t, ss<o, t<b. 口 


回 到 (5, 5') 是 有 理 数 的 分 划 的 证 明 上 , 首先 ,5 显然 不 是 空 集 ， 其 次 , 任 取 
u€ h',v€ B'. 则 对 所 有 的 re h, 若 se B, 则 r+s<u+v, 因 此 w+vg5. 即 5’ 
是 非 空 集合 . 任 取 属于 集合 5 的 有 理 数 co+ bae 4,5e B, 对 于 满足 "<a+b 的 
有 理 数 ” 根据 引 理 1.1, 可 以 用 两 个 有 理 数 s,t(s < a,t < b) 的 和 来 表示 : r = s+ 
因为 ae 4, 所 以 s € 4, 同 理 te B, 所 以 7 = s++te 5S. 即 S 满足 分 划 的 条 件 (3). 
5 中 不 存在 最 大 的 有 理 数 , 这 个 结论 显然 可 由 4, B 没有 最 大 数 得 到 . 
定理 1.7 ”实数 的 加 法 满足 结合 律 和 交换 律 . 即 对 任意 的 实数 a, P,Y, 下 式 成 立 . 


a+(B+7)=(a+B)+7Y, a+B=P+a. 
证 明 设 a=(4,4),B=(B,B'),Y = (C,0'), 则 根据 有 理 数 的 结合 律 和 交换 律 
A+(B+C)=(A4+B)+C, A+B=B+A. 


所 以 根据 定义 1.3, w+ (8+ 人 力 =(a+ 有 +Ta+B=B+a. 口 
根据 结合 律 , 如 


(e+ 有 +T+5=(a+b+TCO+5=a+(+O+ 下 ) 
无 论 在 什么 地 方 加 上 括号 都 是 一 样 , 所 以 通常 表示 实数 的 和 时 可 以 省 略 括号 , 如 
a+B+7y+6, 


这 如 同 我 们 在 高 中 数学 中 学 过 的 一 样 . 
当 a = a,6 =b 是 有 理 数 时 , 由 定义 1.3, 作为 实数 和 的 a + 8 与 我 们 已 经 知道 
的 作为 有 理 数 和 的 a+b 是 一 致 的 : a 十 6 = c++. 事实 上 ,因为 4= {re QIr < 
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a},B= {seQls <0b)}, 如 果 7r€ 4,se B, 那么 显然 "十 s <a+b. 由 引 理 1.1, 满足 
条 件 t< a+ 的 有 理 数 上 可 以 表示 为 + 一 + s(r,s 分 别 是 满足 条 件 +<a 和 s<5b 
的 有 理 数 ). 因为 re 4,se B, 所 以 te A+ B. 从 而 


A+B={teQlt<atb), 


即 a+B=atb. 
当 B=b 是 有 理 数 , a = (4, 4') 为 任意 实数 时 ， 


at+b=(A+b, A’'+b). (1.13) 


要 证 明 此 式 , 只 须 证 明 4 二 已 = A+b 即 可 . 设 re 4,se B, 因为 s<b, 所 以 
Tr 一 (6 一 s) <7, 从 而 7 一 (6 一 s)& 4. 于 是 


r+s=(r—(b—s))+be A+b. 
反之 , 如 果 设 re 4, 则 存在 te 4 满足 条 件 > <t. 因为 5 一 (t 一 7) € B, 所 以 ， 
r+b=t+(b—(t—7))€e A+B, 


故 A+B= 4+b. . 口 
在 式 (1.13) 中 , 如 果 设 5=0, 则 ac+ 0 = (4,4') = a, 由 交换 律 ， 


0+a=a+0=a. 


即 0 是 关于 加 法 的 单位 元 . 
下 面 根据 实数 a 定义 -a. 首先 , a = a 是 有 理 数 时 , 定义 -a = -a. 这 是 显然 
的 . 当 a = (4,4) 是 无 理 数 时 , 定义 


-a=(-A,-A), -A={-rireA}, -A={-rlreA), 


因为 (4,4') 是 I 型, 所 以 (-4, 一 4') 显然 成 为 有 理 数 的 分 划 . 

定理 1.8 -at+a=at+(-a)=0. 

证 明 只 须 考虑 a = (4,A) 是 无 理 数 的 情况 即 可 . 设 re 4h,s € 一 4, 则 一 s € A 
一 s > 7 所 以 7+ 十 s < 0. 反之 , 满足 条 件 t< 0 的 有 理 数 t 可 表示 为 1=r+s,r € 
4,s € 一 4. 为 验证 它 , 先 确定 满足 1/m < -t 的 一 个 自然 数 m. 根据 定理 1.5, 存在 
满足 7 < a < r+1/m 的 一 个 有 理 数 7. 如 果 设 s=t 一 7, 则 


1 
一 5 一 7 一 上 >7 十 一 过 0 
mm 
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因此 -se 4'. 所 以 t=r+s,r€ 4h,s€ 一 A'. 于 是 
A+(-A)= {te QIlt < 0}, 


所 以 e+ (-a) = 0. 再 由 交换 律 , ~a+a = 0. 口 
定理 1.8 表明 , 关于 加 法 , -a 是 a 的 逆 元 . 把 6+ (-a) 记 为 6 一 a. 根据 结合 
律 易 得 : 
(B-o)+a=pB, (B+o)-a=p. 


至 此 , 确定 了 由 有 理 数 的 分 划 而 定义 的 实数 的 加 减法 的 基本 法 则 . 从 现在 开始 ， 
我 们 能 够 很 容易 推出 高 中 数学 中 加 减法 的 各 种 公式 . 例如 : 因为 


a=(a-(8-—)+(8-=((a- (8—))+B) -7, 


所 以 
a+7-B=((a-(8—))+B) -B=a- (8—n”), 


即 
Qa-(8-7)=at+7-b. 


又 , 在 此 如 果 设 a = 6 =0, 则 
一 (=7) 二 外 

关于 实数 的 大 小 和 加 法 , 以 下 两 个 定理 成 立 . 
定理 1.9 车 a<7Y,B<56, 那 么 at+B<7Y+6. 
证 明 如 果 a= (4,4'), 68=(B,B'),7 = (CC 5=(D,D'), 则 根据 假设 条 件 有 
AcO,BCcCD. 所 以 A+BCC+D, 即 a+B<7Y+6. 口 
定理 1.10 若 a<7Y,B<56, 那 么 a+B<7Y+56. 
证 明 ”根据 上 面 的 定理 1.9, a+B < y+6. 为 证 明 a+6 < 7+56, 先 假设 a+P = ?7 十 6. 
因为 8 < 6, 所 以 利用 定理 1.9, 5 一 B> 6 一 B=0. 再 利用 定理 1.9 得 ， 


a=at+B-B=7+6-B=7+(6 -6)>7. 


这 与 假设 a < 7 相 矛 盾 . 所 以 , ac 十 B < 7 十 5. 口 
推论 1 不 等 式 c>8 和 a 一 8>0 等 价 . 
推论 2 “不等式 c< 0 和 -a > 0 等 价 . 

至 此 , 我 们 确立 了 关于 实数 的 大 小 、 加 减法 等 我 们 在 高 中 数学 中 已 经 学 过 的 基 
础 知识 . 
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任意 的 实数 a 的 绝对 值 |a| 被 定义 为 : 


Qa>0 时 |al=@a, 
a < 0 时 ，lal = -a. 


定理 1.11 |a+B|< lal+|Al. 
证 明 与 在 高 中 学 过 的 相同 . 
对 于 两 个 实数 6, 把 |a 一 6| 叫做 数 轴 上 两 点 a,6 之 间 的 距离 . 


1.4 ”数列 的 极限 , 实数 的 乘法 、 除 法 


a) 极限 定义 

将 如 an,az, Qs,…,an,… 这 样 排 成 一 列 的 实数 称 为 数列 (sequence), 用 {an} 
表示 . 并 且 把 单个 实数 an 称 为 数列 的 项 . 关于 数列 的 极限 , 我 们 在 高 中 已 经 学 过 ， 
即 若 数 列 {an} 的 项 an 随 着 n 的 充分 增 大 , 逐渐 接近 一 个 固定 的 实数 a 时 , 就 称 
数列 {an} 收敛 于 a 或 者 称 a 为 数列 {an} 的 极限 值 , 记 为 


lim an = a. 
n—o0 


定义 1.4 明确 地 表达 了 “ 当 n 充分 增 大 时 , an 逐渐 接近 oa”. 

定义 1.4。” 设 {an} 是 数列 ,a 是 实数 , 如 果 对 任意 正 实数 <, 存在 自然 数 no(e), 使 
得 只 要 n > no(e), 就 有 |an - al < s, 那么 就 称 数列 {an} 收 敛 (converge) 于 a 或 者 
称 a 是 数列 {an} 的 极限 (limit) 或 极限 值 , 记 为 


lim an = a. 
n—o0 


当 数 列 {an} 收敛 于 某 一 个 实数 时 , 我 们 称 数列 {an} 收敛 , 或 者 称 数列 {fan} 是 收 
全 数列, 或 者 称 极限 值 im an = a 存在 等 . 

定义 1.4 说 明 ,“ 随 着 n 充分 增 大 , an 充分 接近 a”. 换言之 , “对 于 任意 正 实数 
5, 如果 nn 比 no(e) 大 , an 与 a 的 距离 小 于 e”. 这 种 表达 方式 显著 的 特征 就 是 , 避免 
了 “充分 增 大 ” “充分 接近 ”这 种 含 无 限 大 、 无 限 小 的 模糊 词语 , 全 部 使 用 了 有 限 的 自 
然 数 、 有 限 的 实数 . 因为 < 任意 , 所 以 , 作为 = 可 以 选择 任意 小 的 正 实数 , 并 且 正 实 
数 = 无 论 选 择 多 么 小 , 只 要 取 m 充分 大 , 就 有 n > no(e) 时 , |an 一 a| < < 成 立 . 总 
之 , 定义 1.4 把 “ 随 着 n 充分 增 大 , an 充分 接近 a” 的 含义 , 仅 用 有 限 的 自然 数 和 实 
数 就 正确 地 表达 出 来 了 . 
例 1.1 lim 2 =1. 


了 一 oo 也 


1.4 数列 的 极限 , 实数 的 乘法 、 除 法 “17 


这 是 一 个 在 高 中 数学 中 学 过 的 简单 数列 极限 问题 . 下 面 按 定义 1.4 来 证 明 结论 
成 立 . 对 任意 给 定 的 正 实数 6, 根据 有 理 数 的 稠密 性 , 存在 满足 0 < a < < 的 有 理 数 
.由 


. 因为 不 等 式 2/(n 一 1) < a 与 m > 2/a + 1 等 价 , 所 以 , 可 选择 一 个 自然 数 no, 使 
no 之 2/a 十 1 成立. 如 果 令 no(e) = mo, 显然 当 n> no(e) 时 ， 时 -| < 成立 . 
因此 ， 


一 一 一 |. 


Im 
m 一 co 用 一 工 


如 果 把 收敛 的 定义 1.4 换 成 如 下 表达 方式 , 则 更 便于 应 用 . 
定理 1.12 ”数列 {an} 收敛 于 实数 a 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 给 定 的 满足 p < 
Qa < 的 实数 mo, 不 等 式 : 


p<an<#6 


除 有 限 个 自然 数 n 外 都 成 立 . 

这 里 , “ 除 有 限 个 自然 数 n 外 者 成立” 意味 着 “对 有 限 个 自然 数 外 的 全 部 自然 数 
n 都 成 立 ”. 
证 明 ”为 了 证 明 必 要 性 , 设 {an} 收敛 于 a, 并 且 给 定 了 满足 p< a < o 的 实数 p,0， 
如 果 把 正 实数 a 一 p 和 o 一 a 中 较 小 的 一 个 设 为 es, 明显 地 可 以 得 出 


p<a-e<ate<o. 
根据 假设 , 当 n > no(e) 时 , |an 一 a| < e 成 立 , 即 
a-e<an<ate. 
所 以 除 有 限 个 自然 数 n= 1,2,…,no(e) 外 ， 
p<an<o 


成 立 . 
下 面 证 明 充分 性 , 对 任意 给 定 的 正 实数 <, 根据 条 件 ， 


Ga 一 E<oan<a 十 5 
除 有 限 个 自然 数 n 外 都 成 立 . 取 这 有 限 个 自然 数 中 最 大 的 一 个 , 设 为 no(e), 则 


n>no(e) 时 |an 一 al < <. 口 
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利用 定理 1.12, 可 以 证 明 收敛 数列 【an} 的 极限 唯一 ， 证 明 如 下 ， 如 果 假 设 
am} 的 极限 有 两 个 a,8 并 且 a < 6, 则 根据 有 理 数 的 稠密 性 , 存在 有 理 数 > 满足 
Qa <r < B. 根据 定理 1.12, 除了 有 限 个 n 外 , an < r. 又 除了 有 限 个 n 外 , r < an-. 
因此 , 对 无 数 个 n 出现 了 两 种 对 立 结果 an < r 和 r < am, 产生 矛盾 . 

b) 收敛 条 件 

判断 数列 是 否 收敛 , 基本 的 方法 是 柯 西 (Cauchy) 判别 法 . 
定理 1.13(Cauchy 判别 法 ) 数列 {an} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 实数 
6, 存在 与 s 相关 的 一 个 自然 数 no(e), 只 要 > no(e),m > no(e), 就 有 |an 一 am| <e 
成 立 . 
证 明 ”首先 证 明 必要 性 . 假设 {om} 是 收敛 的 , 并 设 a = ,lim om。 
对 于 任意 给 定 的 正 实数 <, 选择 一 个 有 理 数 a 满足 0 < a < e. 由 有 再 数 的 稠密 性 
知 , 有 理 数 a 显然 存在 . 根据 假设 , 对 a/2, 存在 自然 数 no, 使 其 满足 当 nn > no 时 ， 
lan -al < 3 ( 为 无 理 数 时 , 请 留意 6/2 尚未 被 定义 ) 如 果 > no,m > no, 那么 ， 


lan—aml=|lan -ata—-aml<lan—-alt+lam—-al<a 


所 以 , 如 果 令 no(e) = no, 则 当 n,m > no(e) 时 , |an 一 am| < < 成 立 . 

这 样 , 条 件 的 必要 性 从 收敛 的 定义 1.4 可 直接 获得 . Cauchy 判别 法 的 核心 是 充 
分 性 条 件 . 在 充分 性 的 证 明 中 , 实数 的 连续 性 是 不 可 缺少 的 条 件 . 现 设 {an} 收敛 于 
am 根据 定理 1.12, 当 p < a 时 , 满足 an < p 的 n 至 多 有 有 限 个 ; 当 p > a 时 , 满足 
an < p 的 有 无 数 个 . 以 此 为 切入 点 , 进行 如 下 充分 性 的 证 明 . 

假定 对 于 任意 正 实数 <, 存在 与 。 相关 的 一 个 自然 数 no(e), 当 n > no(e),m > 
nole) 时 ,lan 一 am| < = 成立. 设 4 是 实数 p 的 全 体 集合 , 使 得 满足 an < p 的 n 至 
多 为 有 限 个 , 并 设 4' 是 RR 中 4 的 补 集 . 4' 也 就 是 使 on < o 成 立 的 无 数 个 实数 o 
的 全 体 . 因此 , 如 果 pe 4,c e A', 那么 p < o. 又 选取 使 ! > no(1) 成 立 的 自然 数 4， 
并 设 6= ab 则 m> mo(D 时 ,8B-1<an<B+1 成 立 . 因此 B-1e4B6+1Ee4， 
即 4 和 4 为 非 空 集 合 . < 4, A > 是 实数 的 分 划 . 因此 , 根据 定理 1.6( 实 数 的 连续 
性 )4 中 有 最 大 数 , 否则 4' 中 有 最 小 数 . 把 这 个 最 大 数 或 最 小 数 设 为 a, 为 证 明 数列 
{an} 收敛 于 实数 a, 根据 定理 1.12 只 须 证 明 对 任意 给 定 的 满足 p < a < o 的 实数 
mo 不 等 式 p < an < o 除 有 限 个 n 外 都 成 立即 可 . 

首先 , 由 p < a 得 pe 4, 使 an < p 成 立 的 n 至 多 有 有 限 个 , 即 除了 有 限 个 %n 
外 , p < an 成 立 . 

其 次 , 因为 p < a, 所 以 根据 有 理 数 的 稠密 人 狂 , 存在 使 a < r < o 成 立 的 有 理 数 
7. 选取 一 个 7, 满足 a <7 < o, 并 令 == 一 7, 根据 假设 , 当 n > no(e),m > no(e) 
时 , |an 一 Qm| <e =o 一 7 成立 . 另 一 方面 , 因为 > > a 所 以 re 4', 因此 , 有 无 数 个 
自然 数 m 使 am <r 成立. 这 无 数 个 m 当中 , 当然 存在 (无 数 个 )m > mo(e). 如 果 确 
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定 了 一 个 这 样 的 m, 则 当 n > no(e) 时 , on 一 am <0 一 7,Qm <7, 因 此 an <o. 即 
除了 有 限 个 n 外 , 不 等 式 an < o 成 立 . 口 
c) 极限 的 大 小 、 加 法 和 减法 
从 数列 {an} 中 除去 有 限 个 或 无 限 个 项 之 后 得 到 的 数列 {amj, ma < ma < 
< mn <…, 叫做 {an} 的 子 数列 (subsequence). 例如 , at,az,ae，…anb…， 即 
{Qm} 是 {an} 的 子 数列 . 数列 {an} 收敛 于 实数 a 时 , {an} 的 子 数列 {am,,} 收敛 
于 相同 的 极限 . 根据 收敛 的 定义 1.4, 这 是 显然 的 . 另外 , 改变 收敛 数列 {fan} 中 的 有 
限 个 项 , 其 极限 ,lim an 不 变 . 这 也 是 显然 的 
定理 1.14 ” 设 数列 {an}, {Bm} 收敛 , 如 果 对 无 数 个 自然 数 n, 都 有 an < Bn, 那么 ， 
mon sm 
证 明 设 a= ,lim an, B= lim Bn ,并 假设 a > 6. 如 果 给 定 一 个 满足 B<7<a 
的 有 理 数 >. 则 根据 定理 1.12, 除 有 限 个 n 外 都 有 Bo < m 且 除 有 限 个 ” 外, 也 都 有 
an > 7, 所 以 在 满足 an < Br 的 无 数 个 n 中 除去 有 限 个 外 都 有 Bu < r < an 成 立 . 
产生 矛盾 , 即 a > 6 不 可 能 成 立 , 因此 a < 8. 口 
对 所 有 n, 如 果 pn = p, 则 数列 {pn} 必然 收敛 于 p， 因此, 将 定理 1.14 中 的 
{an} 或 {6,} 都 换 成 {pn}, 则 得 下 面 的 推论 . 
推论 设 数列 {am} 收敛 , 如 果 对 无 数 个 m 都 有 an < p, 那么 lim an < p; 如 果 
对 无 数 个 n, 都 有 an > p, 那么 ,lim an > p. 
定理 1.15 ”如 果 数 列 {an}, {Bn} 收敛 , 则 数列 {an 十 Bn}, {an 一 Bn} 也 收敛 . 并 且 


lim (an + Pr) = lim an + lim Pn, lim (an— Bn)= lim on 一 lim Bn. 
neo noo no noo 2 te 


证 明 设 w = ,lim_an, 8 = im Ba. 对 任意 给 定 的 正 实数 ,如果 选 取 一 个 注 
足 0<r < < 的 有 理 数 ", 则 对 应 于 r/2 存在 一 个 自然 数 no, 只 要 n > no, 就 有 
len al < 6n 一 B1< 瑟 成 立 . 因此 


lan+Bn—-a-Bl<laon -altlbn — Bl<r. 


所 以 , 如果 取 no(e) = no, 则 当 n > no(e) 时 , lan + Bn 一 a 一 8| <。 成 立 . 人 
{an + Bn} 收敛 于 a +B. 同 理 ,数列 {an 一 Bn} 收 僵 于 a 一 B. 

如 果 所 有 的 项 an 都 是 有 理 数 , 则 称 数列 {an} 为 有 理 数列 . 
定理 1.16 ”实数 都 可 以 表示 成 有 理 数列 的 极限 . 即 对 于 任意 的 实数 a, 存在 收敛 于 
a 的 有 理 数列 {an}. 
证 明 ”根据 定理 1.5, 对 于 每 一 个 自然 数 m” 都 存在 满足 


1 
<axga a 
an 全 本 


20 第 1 章 实 数 


的 有 理 数 o*. 对 任意 给 定 的 正 实数 =, 选取 一 个 满足 0 < > < e 的 有 理 数 7, 确定 一 
个 满足 no > 1/7 的 自然 数 no, 并 设 ro(e) = no, 则 因 1/no < r < ,所 以 当 n > no(e) 
时 , |an -ol 一 ons 工 < 去 < 成 立 . 即 有 理 数列 {an} 收敛 于 a 品 

d) 实数 的 乘法 和 除法 

我 们 尚未 定义 实数 的 乘法 和 除法 . 根据 定理 1.16, 实数 都 可 以 表示 成 有 理 数 列 
的 极限 . 因此 , 要 想 定义 两 个 实数 a, 6 的 积 w8, 就 要 把 a, 8 分 别 表示 成 有 理 数列 
{an} 和 {bn} 的 极限 a = ,lim_ an, 6 = ,lim bn, 并 令 al = lim anbn 即 可 , 这 是 非 
常 自然 的 想法 . | 
引 理 1.2 (1) 如 果 有 理 数列 {an}, {bn} 收敛 , 则 以 os 和 bn 的 积 anbn 作为 项 的 数 
列 {anbn} 也 收敛 . 

(2) 当 a = dm, an,B = lim bn 时 ， dim anbn 仅 由 a 和 6 唯一 确定 , 而 不 依赖 
于 收敛 于 a 和 6 的 有 理 数 列 {an} 和 {bn} 的 选取 . 
证 明 (1) 根据 假设 , 因为 {an}, {5n} 收敛 , 所 以 由 Cauchy 判别 法 , 对 任意 的 正 实数 
6, 存 在 自然 数 mo(e), 只 要 n > mo(e),m > mole), 就 有 |an 一 am| < ,lbn 一 bm| <e 成 
立 . 令 e=1,mi =mo(1)+b 则 n> mo(1) 时 ,|an 一 am| < 1 从 而 |an| < 1+|am,l. 
因此 , 取 有 理 数 c, 使 得 比 laal, 1az|,…,|amoGl,1+|am| 中 任 一 个 数 都 大 , 则 对 所 
有 的 m > mo(1), lan| < c 都 成 立 . 因为 对 |bn| 也 同样 如 此 , 所 以 只 要 选取 适当 的 有 
理 数 c, 则 对 所 有 的 nn， 

lan| <c, lbn|<e 

都 成 立 . 

下 面 利 用 Cauchy 判别 法 来 证 明 数列 {anbn} 收敛 . 因为 


lanbn — ambm| = |(an — am)bn + am(bn — bm)| < lan — amllbn| + lamllbn 一 bm 


所 以 
lanbn 一 ambm| < clan — ain| + clbn — bn. 
对 任意 给 定 的 正 实数 。, 选取 一 个 满足 0 < > < < 的 有 理 数 7, 令 no(e) = mo(7/2c)， 
则 只 要 n> no(e),m > no(e), 就 有 |an 一 am| <7/2c,|bn 一 bm| < r/2c 成 立 . 从 而 
|anbn 一 ampm| <e 记 +e 这 =r<e. 
所 以 数列 {anbn} 收敛 . 
(2) 首先 对 满足 ,lim a = ,lim an 的 任意 有 理 数列 {a4}, 证 明 lim anbn = 
jlimanbn 成 立 . 因为 lin| < c, 所 以 


lanbn — anbn| = lan — anllbn| < cl — anl. 
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对 任意 给 定 的 正 实数 <, 选取 一 个 满足 0 < r < < 的 有 理 数 ~, 则 根据 定理 1.15 
dm, (a — 0n) = ,lim on — ,lim, an =0. 
所 以 , 存在 对 应 于 r/c 的 自然 数 no, 只 要 n > no, 就 有 |a 一 an| < r/c 成立. 因此 ， 
令 nole) = no, 则 当 n> no(e) 时 , |ahbn 一 anbn| <c: T=r<e. 即 
,lim (ahbn — anbn) = 


因此 S 
‘lim, anbn 一 ,lim anbn = slim (anbn 一 anbn) = 0. 


于 是 , 若 lim a% = lim an, 则 ,lim anbn = ,lim, anbn. 同 理 , 若 ,lim b= 
jn 则 mo 的 = dm ob 所 以 ,着 mo dd 的 一 Un 
则 ,im 0 的 一 im Qnbn. 口 
定义 1.5 ”已 知 实数 a, 6 分 别 为 有 理 数列 {an}, {bn} 的 极限 , 即 a = ,lim_ on， 
B= ,lim bn. 我 们 把 a 与 6B 的 积 定义 为 


aB = lim anbn. 
一 oo 


根据 这 个 定义 , 引 理 1.2 保证 了 a 与 5 的 积 的 唯一 性 . a 和 B 的 积 a6 也 常 写 
成 .6. 

有 理 数 a 是 项 on 都 等 于 a 的 数列 {a} 的 极限 . 由 此 知 , 当 a = a,B = 都 是 有 
理 数 时 , 这 里 定义 的 积 a 与 我 们 已 知 的 有 理 数 的 积 ab 是 一 致 的 . 

关于 乘法 的 结合 律 、 交 换 律 以 及 加 法 和 乘法 的 分 配 律 对 有 理 数 成 立 , 这 是 已 知 
的 . 这 些 结果 如 果 照 搬 到 极限 中 对 于 实数 也 同样 成 立 . 即 
定理 1.17 ”对 任意 实数 w 6,7, 下 列 式 子 成 立 : 


Q(By) = (ap)7 aB=Ba a(B+7)=aB+ay. 
证 明 ap,Y 作为 有 再 数列 的 极限 , 可 表示 为 a = ,liman, 8 = ,lim,bm, 7 = 


dim, on: 


根据 定义 ， 因为 


By= ,lim bncn, oP = lim anbn, Ban(bncn) = (anbn)en, 


Q(B7) = lim an(bncn) = ,lim (anbn)en = (ob)y. 


同 理 

apg = lim anbn = lim bnan = Ba. 

noo no0 
由 定理 1.15 
B+7= lim 加 二 lim cn = lim (bn + en), 
no0 oo 一 oo 
aB +ay = lim anbn + lim ancn = lim (anbn 十 ancn)， 

nm00 nmoo oo 

因此 


a(B+7) = ,lim an(bn + cn) = lim (anbn + ancn) = 0B + oY. 口 
因为 0 是 所 有 项 都 等 于 0 的 数列 {0} 的 极限 , 所 以 易 知 
a:0=0.a=0. 


同 理 


a:l=1:a=@a. 


即 1 是 实数 乘法 中 的 单位 元 . 

为 了 定义 实数 的 道 元 (倒数 ), 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 1.3 ”已 知 实数 a,a 取 0, 如 果 设 a 是 有 理 数列 {an} 的 极限 , 即 a= ,lim an， 
an 天 0. 则 以 on 的 倒数 1/an 作为 项 组 成 的 数列 收敛. 
证 明 设 c 是 当 a>0 时 a>c>0, 当 a<0 时 a<c<0 的 有 理 数 . 由 定理 1.12, 
根据 a > 0 或 a <0, 除 了 有 限 个 自然 数 n 外 ,an > c 或 on <c. 不 论 哪 种 情况 , 除 
了 有 限 个 n 外 , |an| > |c|. 即使 改变 有 限 个 项 an, lim an 也 不 会 改变 . 因此 对 于 所 
有 的 n 可 以 令 

lan| > lc| = 0. 


因为 {an} 收敛 , 所 以 对 任意 给 定 的 正 实 数 <, 存在 自然 数 rmo(e), 只 要 n> mole),m > 
mole) 时 , 就 有 |an 一 am| < < 成 立 . 
因为 

本 1|_ |am—an 1 

说 -者 -=| 和 < 记 -e 


所 以 对 任意 给 定 的 正 实数 <, 选取 一 个 满足 0 < r < 。 的 有 理 数 7, 并 设 no(e) = 
mo(|c|?27), 则 只 要 m > no(e),in > no(s) 时 , 就 有 估 二 各 于 le2r =r<e 成 
立 . 所 以 , 据 Cauchy 判别 法 , 数列 {1/an} 收敛 . 


| 
am| ~ la 
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定义 1.6 对 实数 oa 关 0, 如 果 设 a 是 有 理 数列 fon} 的 极限 , 即 a = ,lim_an,an 了 
0, 则 a 的 逆 元 1/a 定义 为 


根据 积 的 定义 


数列 {1/an} 的 收敛 性 由 引 理 1.3 保证 , 但 lim 1/an 仅 由 “确定 ， 而 不 依赖 于 收敛 于 
a 的 数列 {an}. 为 此 , 任 取 满足 lim of = a 的 数列 {a4}, 并 设 (1/a) = ‘Jim /af 
于 是 可 得 a(1/a) =1. 所 以 


即 1/a 仅 由 a 唯一 确定 . 
任意 实数 8 除 以 实数 a(a 关 0) 所 得 的 商定 义 为 


则 显然 有 


定理 1.18 ”对 任意 两 个 实数 a, 6b, 若 a > 0,6>0, 则 ap > 0. 

证 明 ”8 作为 有 理 数列 的 极限 可 表示 为 a = ,lim_ an, 8 = ,lim bn. 若 a,b 是 满足 
a>a>06>5>0 的 有 理 数 , 则 根据 定理 1.12, 除了 有 限 个 mn 外 ,有 an > a,bn > b， 
因此 anb > ab. 所 以 , 据 定理 1.14 的 推论 


ap = ,lim anbn > ob > 0. “ 口 
在 上 面 作为 有 理 数 的 分 划 而 严密 地 定义 的 关于 实数 的 大 小 和 加 减 乘除 的 基本 


法 则 是 : 
a+(B+7=(a+B)+7, a(By) = (oP)y, 


at+B=Ph+o, aB = ba, 
a(B+7)= a + oY, (8+7a= Pat+7Yo, 
a+0=0+a=a, a:l=1:a=@a, 
0- 四 +a= 有 «.(£) -=a, 


若 w<7 6<6 则 a+B<7Y+6 
车 a>0，B>0, 则 a6>0. 
全 体 实数 的 集合 也, 关于 加 、 减 、 乘 、 除 构成 域 . 所 以 把 R 叫做 实数 域 . 
我 们 在 高 中 学 过 的 关于 实数 大 小 和 加 减 乘 除 的 各 种 公式 都 可 由 上 面 的 基本 法 
则 简单 地 导出 来 . 例如 , 因为 


oaB=a(B—7+7)=a(B—7)+ay; 


所 以 
Q(B—7)=aB -oy. 
同 理 
(8-a)7=PY- ay. 
在 此 若 令 6= 0 则 
Qa(-7) = (-a)Y = -oY. 
因此 (-a)(-?) = 一 ((-@)7) = -(-ay) = am, 即 


(O(N = om 


从 此 式 知 , 若 w<06 <0 则 ab > 0. 同 理 , 若 w<086>0 则 ap<0 
所 以 


laB| = lallBl. 
到 车 a>0, 上 <0, 则 1=a. 二 <0, 产 生 季 盾 ,所 以 a>0, 则 二 >0. 若 a>B>0， 
则 a-B>0,a8 >0, 所 以 1/a8 >0. 因此 三 -二 = 2 > 0 从 而 二 > 革 即 车 
@>B>0, 则 > 二 >0. 
在 高 中 学 过 的 这 类 公式 以 后 可 以 自由 使 用 . 


e) 极限 的 乘法 和 除法 
定理 1.19 (1) 如 果 数 列 {an}, {Bn} 收敛 , 则 数列 {anBn} 也 收敛 , 并 且 


lim anpn = lim an -lim B,. 
nmo0 mm 一 oo 一 oo 


(2) 如 果 数 列 {aw}，{Bn} 收敛 , 且 an 关 0, tim an 取 0, 则 数列 {Bn/an} 也 收 
敛 ,并且 
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证 明 (1) 如 果 a = ,lim_am, 8 = ,lim_ bm, 对 任意 的 正 实数 ,存在 自然 数 mole)， 
只 要 n> mo(e), 就 有 las 一 al < elBs 一 b|<e 成 立 . 因为 


lanfBn — aB| = |on(Bn ~ B) + Blan — o)| < lanllBn ~ BI + |Bllen 一 中 


所 以 车 n > mole), 则 |anbBn 一 a8| < (lan| 十 160 se. 另 一 方面 若 n > mo(1), 则 
len < lan -aoj+lal <1+|al. 因此 , 对 任意 的 正 实数 s, 取 


和 
ml®) =mo (FF) +ma， 


则 当 n > no(e) 时 , 就 有 |anBn 一 a8| < < 成 立 , 即 数列 {anBn} 收敛 于 ap = 
im am - im。 本 

“g) 首先 证 明 如 果 a = ,lim an, 则 ,lim 1/an = 1/@. 对 任意 的 正 实数 = 存在 
自然 数 mo(e), 只 要 n> mo 时 ， 就 有 区- 一 al < 成立. 根据 假设 , 因为 |al > 0， 
所 以 
ee 
lanllal” 


1 1 Qa—an 
an a Qn 


这 里 如 果 n > mo(lal/2), 则 |an 一 a| < lel/2, 所 以 lon| > lal/2. 即 lon| < 2/lal. 
故 只 要 取 
no(e) = mo ( 蛙 ) +mo ( 吧 ) ， 


风 当 n> nol 时, 训 有 | 去 一 基 <。 成 立即 Gan) 收 策 于 1a = 1 mon 综 
合 这 个 结果 和 结果 (1), 就 可 以 获得 数列 {Bs/an) 收敛 于 BJa = Ji Bu/ im, an 
的 结论 . 昌 r 

上 述 定 理 114、 定理 115 和 定理 1.19 确立 了 高 中 数学 中 学 过 的 极限 的 大 小 和 
加 减 妥 除 的 基本 法 风 , 以 后 , 这 些 法 则 可 以 自由 使 用 

) 实数 的 十 进 制 小 数 的 表示 

对 给 定 的 十 进 制 小 数 

Kkikaka -+ knee 


如 果 


hi hn kn 
on = 
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当 m>n 时 


0 和 am 一 an 一 0.00.…0jn+l…km < 0.0.….01= 
因此 
lom —an| < im 
对 任意 给 定 的 正 实数 6, 若 取 自 然 数 no(e) 使 得 10"(e > 1/e 成 立 , 则 只 要 n> no(e)， 
就 有 


1 于 
107 < i0mG < 
成 立 . 因此 , 数列 {an} 收敛 . 令 其 极限 为 m 即 
a = lim an, mm =+ 当 + 入 + (1.14) 


此 时 , 记 
Qa = kkkoks... kn 
所 有 的 十 进 制 小 数 在 式 (1.14) 的 意义 下 都 表示 实数 ， 
反之 , 所 有 的 实数 都 可 以 用 十 进 制 小 数 来 表示 . 这 一 点 已 经 在 1.1 节 中 从 高 中 
数学 的 角度 进行 了 说 明 , 它 完 全 适用 于 作为 有 理 数 分 划 而 严密 定义 的 实数 . 即 对 给 
定 的 实数 a, 如 果 满 足 


kh ko kn k1 knt+1 
k++1I0+"+ <<k+ + tr (1.15) 
的 整数 上 和 数字 ,ko, ks,…, kn,… 依次 定 下 来 , 则 因为 
kl  k2 kn 
lan— ql < 让 an 一 k+10+102 + ‘+ Tor 


所 以 , 式 (1.14) 成 立 . 
众所周知 , 因为 
1= 0.9999.….9.….， 
当 a 等 于 有 限 小 数 上 koka… kn, kn > 1 时 , a 有 两 种 十 进 制 小 数 的 表示 方法 : 


Qa = kkika .kn_1kn000..-0..., 
Qa =kkika..- kn_1ln999...9..., ln = kn—1. 


排除 这 种 情况 , 实数 a 的 十 进 制 小 数 的 表示 唯一 . 为 了 证 明 它 , 假设 a 有 两 种 十 进 
制 小 数 的 表示 : 
@ =k.kik2 kn—1knknt1 "km 
=k.kika :kn_1k kr- kh 
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并 设 以 < kn. 如 果 从 a 减 去 上 koka…kn-1 再 乘 以 10", 则 
kn-kntiknt2 "km = kKirikh +2 kn 


因此 , 若 dm = ki 一 km, 则 


dntl ，dn+2 drn+ 
1<hh -bh + + + I + 


kms kim 取 值 在 0 到 9 之 间 , 所 以 dm < 9, 并且 仅 当 ki = 9 和 km = 0 时 , dm = 9. 
如 果 把 上 面 的 不 等 式 与 等 式 


9 9 9 
+IG+ +I0r+=099..9.…=1 


进行 比较 , 则 对 于 所 有 自然 数 m, dn+m = 9. 因此 , 必 有 kn+m = 0 成 立 , 即 a 等 于 
有 限 小 数 .kik2k3……… kn、 


1.5 ”实数 的 性 质 
至 此 , 我 们 把 有 理 数 的 大 小 和 加 减 乘除 作为 已 知 , 在 此 基础 上 为 了 严密 地 处 理 


， 实数 及 其 大 小 和 加 减 乘除 , 用 a, b,c,7, s 等 英文 字母 来 表示 有 理 数 , 用 a, p,m,p,c 等 


希腊 字母 来 表示 实数 , 对 有 理 数 与 实数 进行 了 区 分 . 但 在 实数 及 其 大 小 、 加 减 乘 除 
法 则 都 明确 后 , 再 没有 区 分 使 用 的 必要 . 在 以 下 的 论述 中 , a,b,c,7,s 等 也 表示 实数 . 
a) 上 确 界 和 下 确 界 
实数 的 集合 , 即 考虑 R 中 非 空子 集 5. 如 果 属 于 3 的 所 有 实数 s 都 不 大 于 某 
个 实数 几 即 如 果 se 3 就 有 s < 几 那么 称 S 有 上 界 (bounded to the above). 也 把 
上 称 为 5S 的 一 个 上 界 (upper bound).S 有 上 界 时 , S 的 上 界 当 然 有 无 穷 多 个 ， 其 中 
存在 最 小 的 上 界 . 它 可 以 根据 实数 的 连续 性 很 容易 地 证 得 : 设 M' 是 5 的 所 有 上 界 
构成 的 集合 , M 是 M' 在 R 中 的 补 集 . 若 入 e M,A E M', 则 因为 和 不 是 5 的 上 
界 , 所 以 存在 se 5 满足 入 < s, 又 因为 是 5 的 上 界 , 所 以 s< ,从 而 和 和 <p 即 
(M, M') 是 实数 的 分 划 . 另外 , 因为 满足 入 < v < s 的 实数 v 属于 M, 所 以 M 中 没 
有 最 大 数 . 从 而 根据 实数 的 连续 性 (定理 1.6), 属于 M 的 最 小 数 即 3 的 最 小 上 界 
存在 . 把 5 的 最 小 上 界 叫做 5 的 上 确 界 (supremum). 记 为 
sup s. 
s€ES 
因为 5 的 上 确 界 a 是 M' 的 最 小 数 . 所 以 可 以 根据 下 面 的 条 件 唯一 确定 : 
人 如 果 se 5, 那么 s<a. 
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(i 如 果 c < a, 那么 满足 条 件 c< s 的 se 3 存在 . 

同 理 , 如 果 存在 实数 几 使 得 对 任意 的 se 5, jp < s 都 成 立 , 则 称 5 有 下 
界 (bounded to the below), 并 把 六 叫做 3 的 一 个 下 界 (lower bound)， 5 的 下 界 
中 存在 最 大 数 , 把 它 称 为 5 的 下 确 界 (infimum), 记 为 

inbs: 

如 果 8 有 上 界 并 且 也 有 下 界 , 我 们 就 说 S 有 界 (bounded). 

对 数列 的 上 确 界 和 下 确 界 也 可 类 似 定义 , 即 给 定数 列 {an} 时 , 考虑 作为 它 的 项 
an 出 现 的 全 体 实数 构成 的 集合 S@9, 如 果 5 有 上 界 , 那么 就 称 {an} 有 上 界 ; 如 果 5 
有 下 界 , 那么 就 称 {an} 有 下 界 , 并 且 把 5 的 上 确 界 和 下 确 界 , 分 别 叫做 数列 {an} 
的 上 确 界 和 下 确 界 . {an} 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 用 符号 表示 为 


supan, infan. 
n 


另外 , 若 S$ 有 界 , 则 称 数列 {an} 有 界 . 根据 定理 1.12, 显然 收敛 的 数列 是 有 界 的 . 
b) 单调 数列 
当 ol < aa < … < an < … 时 , 数列 {an} 单 向 增加 , 称 {an} 为 单调 递增 
的 (monotone increasing); 当 al > az > … > an > … 时 , 数列 {an} 单 向 减少 , 称 


{an} 为 单调 递减 的 (monotone decreasing). 当 al < oa < … < an < … 时 ,数列 、 


{an} 单 向 不 减少 , 称 {an} 为 单调 非 减 的 ; 当 al > az > … > an > … 时 , 数列 {an} 
单 向 不 增加 , 称 {an} 为 单调 非 增 的 . 
定理 1.20 (1) 有 上 界 的 单调 非 减 数列 收敛 于 其 上 确 界 . 

(2) 有 下 界 的 单调 非 增 数列 收敛 于 其 下 确 界 . 
证 明 设 {an} 是 有 上 界 的 单调 非 减 数列 . 若 令 a = sup an, 则 对 所 有 的 nn 有 an < a. 
又 对 给 定 的 正 实数 s, 存在 mw 使 得 a 一 e < an 成 立 . 取 其 中 的 一 个 为 no(e), 则 只 
要 n>nole), 就 有 

Qa—E<ano(e) San ga, 

因此 ， 
lan 一 al <e. 
即 lim on = 所 以 结论 (1) 成 立 . (2) 的 证 明 与 (1) 完全 相同 . 口 

当 单 调 不 减 数列 {an} 没有 上 界 时 , 对 任意 实数 1 存在 mw 使 得 on > js, 取 这 个 
nn 中 的 一 个 为 no(p), 则 只 要 > no(p), 就 有 


am FZ ano(p) > 从 
@ S 未 必 是 无 限 集合 . 例如 , 对 所 有 的 n, an = a 时 , S 是 仅 由 一 个 实数 a 构成 的 集合 {a}. 
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一 般 地 , 关于 数列 {an}, 若 对 任意 实数 ,存在 自然 数 no(1), 使 得 只 要 > no(p)， 
就 有 an > 4, 那么 就 说 数列 {an} 发 散 (diverge) 于 正 无 穷 大 , 记 为 


lim an = 十 oo. 
no0 


没有 上 界 的 单调 非 减 数列 , 发 散 于 正 无 穷 大 . 
同 理 , 若 对 于 任意 1, 存在 自然 数 no(h), 使 得 只 要 n > no(1), 就 有 on < 4 那 
么 就 说 数列 {an} 发 散 于 负 无 穷 大 , 记 为 


lim an = 一 co. 
n—o0 


没有 下 界 的 单调 非 增 数列 , 发 散 于 负 无 穷 大 . 

数列 {an} 发 散 于 正 无 穷 大 或 发 散 于 负 无 穷 大 时 , 虽然 可 以 记 为 ,lim_ an = +oo 
或 lim_ an = -co 但 此 时 极限 lim an 不 存在 . 要 说 极限 lim_ an 存在 的 话 , 就 意味 
着 数列 {an} 收 敛 于 其 极限 . 

c) 上 极限 和 下 极限 

已 知 有 界 数 列 {an}, 从 数列 {an} 中 除去 开始 的 m 项 , 把 剩余 的 am+1, am+2，…， 
am+n,"… 的 下 确 界 设 为 am, 并 记 为 


am 一 inf Qm+n-. 


显然 , 数列 {am} 单调 非 减 且 有 界 . 所 以 ,根据 定理 1.20, {am} 收敛 . 把 极限 ,jim am 
叫做 数列 的 下 极限 (inferior limit), 并 记 为 liminf an 或 lim an. a= liminf on 具有 
下 面 的 性 质 : 对 任意 给 定 的 正 实数 <, 以 下 两 条 结论 成 立 ， 

人 使 on < a 一。 成 立 的 项 an 至 多 有 有 限 个 ; 

(ij 使 an < a+e 成 立 的 项 an 有 无 数 个 . 
究 其 原因 , 由 于 a 是 {am} 的 上 确 界 , 所 以 对 应 于 e 存在 自然 数 mo(e), 使 得 m > 
mole) 时 , a 一 e < am < a 成立 . 因为 am = inf am+n, 即 am = nf an. 因此 , 若 
n>m, 则 an > am > Ga 一 es, 换言之 , 若 an < a 一 e, 则 n<m. 又 对 于 各 个 n> m,， 
存在 an 使 得 an < am + 成 立 . 所 以 满足 on < a+ < 的 项 on 有 无 数 个 . 

同 理 , 设 Bm = SUP m+n, 则 单调 非 增 数列 {Bm} 收敛, 其 极限 ,lim Bm 叫做 数 
列 {an} 的 上 极限 (superior limit), 记 为 limsupan, 或 ,jm an. 设 6= limsup an, 则 
对 任意 给 定 的 正 实数 <, 下 面 两 个 结论 成 立 ， 

(使 an > B+s 成 立 的 项 an 至 多 有 有 限 个 ; 

(使 an > 6 一 < 成 立 的 项 ov 有 无 数 个 . 
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总 之 , 有 界 数列 {an} 常 存在 上 极限 lim sup an 和 下 极限 lim inf an. 因为 inf Qamtn< 
sup am+n, 所 以 
liminf an < limsupan. 
其 中 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 数列 {an} 收敛 . 
[证 明 ] 首先 假设 等 式 成 立 , 令 


a = lim inf an = lim sup an, 
no0 n—o0 


根据 上 极限 和 下 极限 的 性 质 (i), 任意 给 定 正 实数 = 时 , 除了 有 限 个 项 on 外 , 都 有 
a—-ée<an<at+e. 


所 以 根据 定理 1.12, 数列 {an} 收敛 于 a. 反之 , 假定 数列 {an} 收敛 于 a, 对 任意 
的 正 实数 s, 存在 自然 数 mole), 只 要 n > no(e), 就 有 a 一 e < an < a+e. 若 设 


om = inf am+n, Bm = supam+n, 则 当 m > mo(e) 时 , a -e < am < bm <ate. 所 
所 


以 , 例如 取 nole) = mo(e/2), 则 当 m > nole) 时 , |am 一 a| < &,|Bm -al <e. 
因此 
om = n= 
即 
liminf an = limsupan = a. 口 
于 是 有 界 数 列 {an} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 {an} 的 上 极限 和 下 极限 一 致 -{on} 
收敛 时 , 易 知 
liminf on 一 lim sup an = man. 
数列 {an} 无 上 界 时 , 其 上 极限 定义 为 
lim sup an = 十 oo, 
数列 {an} 无 下 界 时 , 其 下 极限 定义 为 
limi inf an = —00. 
数列 {an} 无 上 界 但 有 下 界 时 , 存在 am = inf am+n 且 数 列 {am} 是 单调 非 减 


数列 . 因此 , 数列 {am} 或 是 收敛, 或 是 发 散 于 +oo. 无 论 哪 种 情况 ,jim。am 都 可 确 
定 , 故 定义 为 


liminf an = lim ar- 
n—o0 mm 一 oo 
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当 liminfan = +co 时 ,如果 n> m, 那么 am < an, 所 以 ,jim an = +oo. 除 此 之 外 ， 

下 极限 a = liminf an 与 {an} 是 有 界 情况 时 的 下 极限 具有 同样 的 性 质 i) 和 (过 
数列 {an} 无 下 界 但 有 上 界 时 的 上 极限 lmsupan 也 可 同样 定义 . 

例 1.2 设 a 是 满足 a> 1 的 实数 , 并 且 大 是 自然 数 , 则 


[证 明 ] 设 an = a"/n*, 因为 


k 大 hk 
lim (+l) jim (+ = (+ lim i) =1=1, 
n=00 nn 于 一 co0 n . nmo0n 


所 以 


nk nk 
nl 
i -nm > 


因此 , 车 n > no, 则 ant1/an > 1, 即 能 确定 使 an+1 > an 成 立 的 自然 数 no， 当 
n > no 时 数列 {an} 是 单调 递增 数列 , 因此 {an} 或 是 发 散 于 +oo, 或 是 收敛 . 现 假 
定数 列 {an} 收敛 于 B, 则 


oatl = mt = 1 
moo Qn ,im "wd 
这 与 a > 1 相 矛 盾 . 所 以 数列 {an} 发 散 于 +oo. 口 
此 结果 也 可 通过 直接 计算 进行 确认 . 即 设 a = 1+ c, ac > 0, 则 根据 二 项 式 定理 


-arorat( or je 


当 n>2k 时 
Ea 去 ( n )- nn Dn 0) (nk+t Dn kt 
nk k+1 ne(k+ 1)! 
站 2 大 -1N ok+l 
-人 -入 -全 ea 
okt+l 
> RFK) 


所 以 dim, an/me = +oo. 
d) 无 穷 级 数 
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对 给 定 的 数列 {an}, 如 下 形式 
al 十 az 十 as 十 …' 十 an 十 … 


叫 作 无 穷 级 数 (infinite series), 或 简称 为 级 数 (series), 把 an 称 做 其 第 "项 (n-th term). 
并 且 , 把 这 级 数 表示 为 


无 穷 级 数 an 的 前 n 项 之 和 
n=1 


n 
sn 一 al 十 oz 十 … 十 am 一 》 ok 
k=1 


叫做 这 个 级 数 的 部 分 和 (partial sum). 这 个 部 分 和 构成 的 数列 {sn} 收敛 时 , 称 级 数 
这 oo 收 伊 把 s = ,lim_ sn 叫 作 这 个 无 穷 级 数 的 和 (sum), 并 记 为 


m=1 


3 一 al 十 02 十 03 十 … 十 an 十 … 
或 
oo 
s= 》 ,am 
nl 


数列 {sn} 不 收 敏 时 , 称 级 数 on 发散 
n=1 
oo 的 各 项 是 非 负 实 数 时 ， fs] 是 单调 非 碱 数列 , 所 以 如 果 {sn} 不 收敛 它 就 向 
正 无 穷 发 向 此 时 就 称 级 数 Da 发 散 于 +oo. 记 为 
n=1 


oo 
> an 一 十 oo. 
n=1 


定理 1.21 ， 如 时 以 级 数 an 的 项 的 绝对 值 |an| 作为 项 的 级 数 》 on| 收敛 , 则 
n=1 n=1 
原 级 数 Dan 也 收 化. 


n=1 


证 明 车 设 sn = 》 ok, on = pb 则 当 mm <n 时 ， 
k=1 


ba 


k=m+1 


< lax| = on 一 om， 


lsn 一 sm| = 
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所 以 根据 Cauchy 判别 法 , 若 {on} 收敛 , 则 {sn} 也 收敛 . 口 
当 二 |an| 收敛 时 , 称 级 数 ba 绝对 收敛 (converge absolutely). 因为 之 lan| 
或 是 收 化 于 非 负 实数 或 是 向 es 发 散 所 以 不 等 式 
六 lan| < +o0 


n=1 
强 含 着 级 数 》) an 绝对 收 笋 ， 


n=1 


定理 1.22 ”已 知 收敛 级 数 Dm > 0: 对 于 级 数 6 如 果 存在 自然 数 m, 使 


n=1 


得 当 n>m 时, |an| < rn 成 立 , 则 汪汪 绝对 收敛 . 
n=1 


证 明 假设 n>m, 则 
Djlarl < laxl+ En< < 二 lonl + Dr < +oo. 
k=1 n=1 
所 以 > lon| < +oo. 口 


n=1 


用 收 全 性 已 知 的 标准 级 数 了 mm > 0 与 级 数 3 a 进行 比较 , 并 根据 定理 
n=1 n=1 
1.22 来 验证 级 数 》`aw 绝对 收敛 性 是 很 常用 的 方法 . 作为 标准 级 数 常用 的 是 等 比 


n=1 


oo 
级 数 > "ar",0<7<1. 


n=1 
宕 级 数 把 》 anz" 形式 的 级 数 叫 作 轿 级 数 (power series), 或 者 叫 作 z 的 寡 级 
n=0 
， 数 . 震级 数 是 最 基本 的 级 数 ， J 
例 1.3 ”考察 z 为 任意 实数 的 短 级 数 》)z"/nl. 若 m 是 m > 2|z| 的 自然 数 , 则 
n=0 


n>m 时 


nl m m+l m+2 n ~ ml 


lz _ le, zl .kl 2"lzl™ 人 
3) . 


车 M =2m|zjm/ml, 则 


/Nn 

>v 人 =2M < +o0. 
2 

n=0 


因此 , 根据 定理 1.22, 》、zn/ml 绝对 收 全 
n=0 


级 数 》 ,1/n! 的 和 用 。 表示 ， 
n=0 


1 
+…. 


2 
6 二 1 让 宙 寺 条目 古寺 外 滞 


e 是 数学 中 最 重要 的 常数 之 一 , 其 值 为 e =2.718 28…. 
LY 
e= im, 人 十 1) - 


为 证 明 此 不 等 式 , 若 设 en = (1+1/n)", 根据 二 项 式 定理 , 可 得 


et 
若 设 
en = DED kt 
即 
ne Cp 
k=1 
因为 
6 
Qnk < Aantlk < 让 
所 以 


1 
en<enti<1+D =e 
jl 


(L16) 


(1.17) 


于 是 {en} 是 单调 递增 数列 并 且 ,lim_en < e. 另 一 方面 因为 lim_ onk = 1/hb 对 任 


意 的 内 
me > dm (+t) 


kh=1 


因此 lim,en >1+ 了 让。 所 以 Jim en 一。 即 (1.17) 式 成 立 . 
k=1 
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。 下 面 我 们 证 明 。 是 无 理 数 . 假设 e=g/m,m,q 为 自然 数 , 则 mle 是 整数 , 又 因 
为 ml(L+ 1/1 十 … 十 1/ml) 也 是 整数 , 所 以 根据 (1.16) 式 mm 也 必 是 


整数 . 这 与 


| es 1 1 1 
m1 mr -Tm < mr 二 入 全 


相 矛 盾 . 所 以 e 是 无 理 数 . 
若 组 数 on 收敛 则 lim an = 0. 事实 上 , 因为 sw = al + oz 十 …an, 若 设 
= 有 出 
dim, on = ,lim (sn 一 sn-1) = ,lim sn — ,lim sn-1=s—s=0. 


从 而 ，lim_ an = 0 是 级 数 >》 an 收敛 的 必要 条 件 , 当然 它 不 是 充分 条 件 . 


n=1 
例 1.4 虽然 ,lim 1/n = 0 但 级 数 1/n 发 散 . 


n=1 
吓 明 对 自然 数 取 满足 条 件 2k < n< 2k+i 的 2* 个 的 关于 自然 数 n 的 1/n 
的 和 , 则 ca 


所 以 , 对 于 任意 的 自然 数 m 


ce 1 1 轿 入 1 

m 
Di>1+3+D > 元 > 1+ 也 
n=1 k=1 n=2k+1 


yl 
所 以 之 元 = +oo、 口 
当 级 数 5 an 收敛 , 但 不 是 绝对 收敛 时 ,， 称 级 数 》` an 是 条 件 收敛 (converge 


conditionally】 正 负 项 交错 出 现 的 级 数 叫做 交错 级 数 (alternating series). 
定理 1.23 ”如 果 数 列 {an}, an >0 是 收敛 于 0 的 单调 递减 数列 , 则 交错 级 数 
Q1 一 02 十 a3 一 04 十 05 一 … 
收敛 . 如 果 其 和 设 为 s, 部 分 和 设 为 
sn 一 al 一 02 十 03 一 04 十 … 十 (-D?+lan， 


则 


S$2n-1 > § > son. 
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证 明 因为 
S2n_1 一 0l 一 (a2 一 a3) — (a4 一 a5) 一 … 一 (azn-2 一 02n-1)， 


52n 一 (al 一 02) + (as 一 04) 十 … 十 (aan-1 一 Q2n)，s2n-1 一 s2n = Q2n, 


所 以 
81>33>35>…>5S2n-1>>…>52n>>…>>34>52. 
进一步 , 当 "一 00 时 s2n-1 一 s2n = Qa2n 一 0, 所 以 数列 {s2n-1}, {szn} 都 收敛 , 并 且 
im sn-1 一 ,lim, son. 所 以 数列 {sn} 也 收敛, 并 目 车 s = ,lim sn 则 s2n-1 > s > 
Son. bg 口 
例 1.5 1-1/2+1/3-1/4+… 收敛 . 如 例 1.4 所 证 , 因 级 数 》` 1/n 发 散 , 所 以 
n=1 


这 是 条 件 收敛 级 数 的 一 个 例子 . 
除 交 错 级 数 外 , 通常 判断 一 个 非 绝 对 收敛 级 数 是 否 是 条 件 收敛 是 很 困难 的 . 
e) 区 间 
如 我 们 在 高 中 所 学 的 , 对 两 个 实数 a,b,a < b, 集合 : 


(a,b)= {reRla<r<b)}, 
[a,b]={reRlagr<b}), 
‘la,b) = {re Rlagr<b), 
(a,b]={reRla<r<Db), 


叫做 区 间 (intérval). 这 里 , 例如 {re R|a <7 < 妈 当然 表 示 由 满足 不 等 式 a<7 < 
的 全 体 实数 7 组 成 的 集合 , 这 是 显然 的 . 


he 
a b 
(a,b) 是 数 轴 R 上 “在 a 和。 之 间 的 点 7” 的 全 体 集合 . [a,5) 是 在 (ob 左 端 上 添加 
点 a 后 的 集合 , [a, 是 在 (a,5) 两 端 添 加 点 a 和 5 后 的 集合 . (a,5) 叫做 开 区 间 (open 
interval), [a, 叫做 闭 区 间 (closed interval). 这 在 高 中 数学 中 已 经 学 过 . 开 区 间 和 闭 
区 间 的 区 别 很 重要 . 把 b 一 a 叫做 区 间 (ob)， 加 [a,5), (a, 的 幅度 或 长 度 . 
另外 一 些 集 合 : 
(a,+00)= {re 二 <rh 
la,+00)= {re€ Rla < 7}, 
(—0%0,b) = {r € RIr < b}, 
~ (~-o%,b9] = {re Rlr < 1b)}, 
(—00, +00) = 


< 
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也 叫做 区 间 . 其 中 , 把 (o +co), (一 00,5), (一 00, 十 oo) 叫做 开 区 间 . 
” ” 闭 区 间 套 法 
定理 1.24 ” 闭 区 间 列 I = [an, bn]: 五 ,五 ，……, 五 ，…， 如果 满足 以 下 两 个 条 件 (i) 和 
名, 则 存在 唯一 的 实数 c 属于 所 有 这 些 闭 区 间 [an, bn]: 
nEOIOhI., 
Gi) ,lim (bn — an) = 0. 
证 明 根据 条 件 人 


qm$ Sa Shh Shgh. 


因此 数列 {an} 单调 非 减 , {5n} 单调 非 增 , 并 且 都 有 界 . 所 以 根据 定理 1.20, 数列 {an} 
收敛 于 其 上 确 界 a, {bn} 收敛 于 其 下 确 界 b. 因为 on < bn = ,lim an, b= ,lim bn, 
所 以 根据 定理 1.14, a < b, 又 因为 a 是 fn 5 是 他 了 的 下 确 界 ， 所 以 
an 和 wb 和 加 . 即 
an <a<bs<b,. 
因此 
0gb—agbn— an, 

根据 条 件 (i, 因为 lim (bn 一 an) = 0 所 以 -aa= lim bn 一 lim an =0, 即 a=b. 
车 设 c=a=b, 则 


~- an 和 cs 和 bn， 
即 e 属于 所 有 的 环 . 
假设 属于 所 有 I 的 实数 除了 e 之 外 , 还 有 一 个 c, 则 对 于 所 有 的 m 
om 和 cd 和 b 
所 以 必 有 
agc <b, 
即 d=a=b=c. 口 


利用 定理 1.24 证 明 实数 的 存在 叫做 闭 区 间 套 法 . 在 定理 1.24 中 , 最 本 质 之 处 
是 In 为 闭 区 间 . 例如 如 果 I 是 开 区 间 , In = (0,1/m), 则 不 存在 属于 所 有 In 的 实数 . 

f) 可 数 集合 和 不 可 数 集合 

设 5 是 无 限 集合 , 给 给 S 的 全 部 元 素 加 上 号 码 , 如 果 能 表示 为 


8 = {s1,82,53,.**, sn 小 
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则 称 5 是 可 数 的 ,或 可 添 号 码 的 . 把 5 叫做 可 数 集合 , (countable set) 或 可 添 号 码 集 
合 .如果 用 N 表示 全 体 自然 数 的 集合 , 则 ne N 和 sn e 8 是 一 一 对 应 的 . 即 5 与 
NN 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 时 , 我 们 称 5 是 可 数 集合 . 把 不 是 可 数 的 无 限 集合 叫做 
不 可 数 集合 . 

可 数 集合 的 无 限 子 集 显然 是 可 数 集合 . 有 限 集合 和 可 数 集合 的 并 集 明 显 是 可 数 
集合 . 两 个 可 数 集合 的 并 集 也 是 可 数 集合 . 这 是 因为 


8 = {sus2,s3 sn 小 
Te 人 tt 要 rt 
所 以 ， 
SUT = {s1,t1, 82,t2,.…, sn, tn,**}. 
因此 根据 定义 结论 显然 成 立 . 
对 集合 5 与 也 3 的 元 素 s 与 了 的 元 素 t 组 成 的 对 (s,t) 的 全 体 集 合 称 为 S 和 


T 的 直 积 (direct product), 或 者 称 为 直 积 集合 , 记 为 5 x 全 N x N 是 可 数 集合 . 为 
了 验证 它 , 我 们 把 NxN 的 元 素 (j,k), 看 成 平面 上 坐标 为 (j,k) 的 点 . 


如 上 图 所 示 , 添加 号 码 . 则 满足 i+h < j++ 上 的 点 (六 h) e N x N 的 个 数 是 
G+k- DG+h—), 
所 以 (j,k) 的 号 码 就 是 ~~ 
n=30+k 一 (+k 一 了 十 


“当然 ~ 
GA nth -G+ +k 
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给 出 N x N 和 NN 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 这 通过 计算 很 容易 验证 . N x N 是 可 数 
集合 , 蕴涵 两 个 可 数 集合 的 直 积 是 可 数 集合 . 
全 体 有 理 数 集合 Q 是 可 数 集合 . 


beee ee 。 


是 明 ] 设 Q+ 是 正 有 理 数 集合 , Q- 是 负 有 理 数 集合 , 则 
Q={0UQtUQ, 


并 且 r 一 -7 给 出 了 Q+ 与 Q- 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 因此 , 要 验证 Q 是 可 数 集合 ， 
只 须 证 明 Q+ 是 可 数 集合 即 可 . 正 有 理 数 > 都 可 用 不 可 约 分 数 表示 : 7 = q/p, p,q 
互 为 素数 . 设 已 是 互 素 的 自然 数 PP 9 组 成 的 对 (p,q) 全 体 组 成 的 N x N 的 子 集合 . 
如 果 让 每 个 不 可 约 分 数 >= q/p es Q+ 对 应 (p,q) < P, 则 在 Q+ 与 已 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 关系 . 因为 N x N 是 可 数 集合 , 因此 , Q+ 也 是 可 数 集合 . 口 

对 于 任意 实数 a,b,a < b, 满足 条 件 a < p < 8 的 实数 p 的 全 体 集合 , 即 闭 区 间 
I= [a,0] 是 不 可 数 集合 . 

证明 如 果 工 可 数 , 即 由 


T= {pb papa pn 


可 推 得 矛盾 . 事实 上 , 给 定 一 个 比 了 的 长 度 5b 一 a 小 的 正 实数 s, 对 每 个 m 取 pn 为 
长 度 为 s/2" 的 开 区 间 的 中 点 


E E 
Un = (pn — Br’ pn+ Fri) 
则 了 被 态 , U2… Un,… 材 盖 : 


TCUUU2UUaU…UUnU… 
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从 而 我 们 容易 想象 区 间 Un 的 长 度 的 总 和 : 


oo 


三 =e 
n=1 2 
以 
一 -一 {《 - 3— 
a : p, b 
| 


比 了 的 长 度 5b 一 a 小 , 从 而 相 矛 盾 . 为 了 推出 这 一 矛盾 , 首先 运用 闭 区 间 套 法 证 明 , I 
被 有 限 个 UV 所 覆盖 . 即 


TCmUPUUU…UDm 
成 立 的 自然 数 m 存在 . 为 此 , 设 
Wn = Ui UU2 UUsU:UU,, 


并 且 对 于 所 有 的 mw 了 不 包含 于 Wn: 假定 工 & Wa. 区 间 工 被 其 中 点 c= (a ++b)/2 
分 割 成 两 个 区 间 ， 
T= [a,c) U [c,0]. 


3 se 3 
a c b 


车 [a,d] C Wm,[c,9]C Wi, 车 取 m 和 1 中 大 的 一 个 为 n, 则 了 CW 与 假设 矛盾 . 所 
以 两 个 区 间 [o, q, [c,4] 中 至 少 有 一 个 不 被 W 包含 . 不 妨 设 这 个 区 间 是 五 = [a1, 1]， 
则 
ncl, bh-a= $6-0), 
并 且 对 所 有 的 n， 厂 YWn. 车 相同 的 讨论 也 适用 于 五 , 则 
B=[02,b2] Ch, bo mas= So 一 al) = 去 6 一 0)， 


并 且 对 所 有 的 mw, 可 得 满足 I YW 的 闭 区 间 [2. 重复 相同 的 过 程 , 对 所 有 的 mw 可 
得 满足 I Y Wa 的 闭 区 间 


1 
I = [axr,br], bk—ak= pA 


的 列 卫 ,12,…, 术 ,…, 并且 


TIDEIOBIO.LIDII.. 
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因此 , ,lim (bx - ax) = 0, 所 以 根据 闭 区 间 套 法 , 对 所 有 的 k, 存在 实数 ce 五 . 因为 
ce Lc 和 pn 中 的 菜 一 个 一 致 ,c= pm, 即 属于 长 度 为 =/2m 的 开 区 间 . 因此 


起 
人 一 一 上 一 


cE J = [ek br], lim (bx — ak) = 0, 从 而 只 要 充分 大 , 就 有 I C Um C Wm. 这 与 
对 所 有 的 n, Tk FY Wn 相 矛 盾 . 
于 是 , 对 所 有 的 自然 数 m， 
I C Wm = UU UU UsU:..UUm. 


所 以 工 的 长 度 比 态 ,UV2,…,Um 的 长 度 的 总 和 小 : 
b~-a< 六 到 亏本 
n=1 


这 与 << 一 a 相 矛盾 . 口 
上 面 证 明 的 最 后 阶段 中 , 一 般 地 , 如 果 闭 区 间 I = [a,9] 用 有 限 个 开 区 间 Un = 
(um vn),n 二 1,2,…,m 覆盖 , 则 


m 
b—a< > (on 一) 
n=1 


这 是 显然 的 . 但 为 慎重 起 见 , 我 们 给 出 开 区 间 的 个 数 是 m 时 的 归纳 法 证 明 . 假设 
工 被 m 一 1 个 开 区 间 履 盖 时 结论 成 立 ， 因 为 b 属于 Un 中 的 某 一 个 , 适当 地 替换 
,U2,… ,Um 的 号 码 , 使 得 bE Um. 此 时 , 如 果 wm < a, 那么 , 显然 


m 
b~a < vm — um < (vn — un). 


n=1 


当 um > a 时 , 从 工 中 除去 用 Um 覆盖 的 部 分 ， 
一 -全 一- 一 


u, b » 


剩 下 的 是 闭 区 间 [a, um]. 并 且 因 为 la,wm] 被 Un (n = 1,2,…,m 一 1 覆盖 , 所 
以 根据 归纳 假设 


mm 一 1 
um—a< Dwn — un): 
n=1 


mm 一 1 


b—a= umn—a+b— um > (on 一 wm) 十 和 一 tm 


n=1 
即 
b-a< On — Un). 
n=1 


至 此 ,我 们 证 明了 所 有 闭 区 间 [a, 可 ,a < 5 都 是 不 可 数 集合 . 因为 开 区 间 (a, 0b),a < 
5b 也 把 闭 区 间作 为 它 的 子 集 而 包含 它 , 所 以 它 是 不 可 数 集合 . 实数 全 体 集合 R 当然 
也 是 不 可 数 集 合 . 所 谓 集合 5 可 数 , 是 指 从 5 中 把 其 元 素 按 适当 的 次 序 取 出 并 添加 
号 码 表示 为 s, s2, s3,…, 使 得 给 5 的 全 部 元 素 都 标 上 号 码 , 即 


9 = {81,82, 53,**, Sn 小. 


5 为 不 可 数 集合 时 , 不 论 从 5 中 按照 什么 顺序 取 它 的 元 素 s1, s2, sa,… , 被 取出 元 
来 全 体 的 集合 : 
{81, 82, 83,°**, sn,***} 
中 , 都 仍 有 属于 s 的 元 素 没 有 被 取 到 . 可 数 集合 与 不 可 数 集合 都 是 由 无 数 个 元 素 组 
成 . 但 不 可 数 集合 比 可 数 集合 包含 更 多 个 元 素 . 
因为 有 理 数 全 体 集合 Q 可 数 , 所 以 可 表示 为 


Q = {frbrara rn 小. 


另 一 方面 , Q 在 数 轴 R 上 处 处 稠密 . 即 在 R 上 无 论 取 什么 样 的 区 间 (c,d),c < a 
属于 (cd) 的 有 理 数 有 无 数 个 ， 现 在 对 各 有 理 数 rn, 取 R 上 包含 rn 的 开 区 间 
Un = (wns Vn), Un < rn < vn, 若 


W=U UUUUsU:…UUnU-:…, 


则 由 Q 在 R 上 的 稠密 性 , 我 们 可 能 会 认为 W 覆盖 R 全 体 , 但 事实 并 非 如 此 . 取 一 
个 正 实数 6, 取 以 mm 为 中 点 、 长 度 为 s/2" 的 开 区 间 Un, 则 根据 与 上 述 闭 区 间 是 不 
可 数 集合 的 证 明 相同 的 讨论 . 在 R 上 取 满 足 条 件 b 一 a > < 的 任何 闭 区 间 [a,9, 都 
有 

[a, dg¢W. 


开 区 间 Ui 的 长 度 的 总 和 Ta/ 三 &, 它 不 仅仅 拘泥 于 Q 在 R 上 的 稠密 性 , 可 以 
n=1 
看 作 Q 不 过 仅 占 及 上 的 极 小 一 部 分 
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g) 对 角 线 法 
例如 要 验证 区 间 (0,1) 是 不 可 数 集合 , 一 般 采 用 如 下 的 证 明 . 设 (0,1) 是 可 数 集 
合 , 即 
(0,1) = {p1, p2,p3,"……, prs) 
并 且 令 p1,p2, Pp3,…, Pn,… 的 十 进 制 小 数 表示 是 


p1 一 0.aalkazkas am 
p2 =0.ko1k22k23 om ** 
ps =0.ksaika2k33.** kam +** 


pn =0.knikn2kn3:** knm*** 


这 里 出 现 的 数字 knm 中 , 我 们 关注 “对 角 线 上 排列 ”的 数字 ki1, pza ka3,…， knn,…， 
对 于 任意 的 mw 任 选 
kn#¥knn, 1<kn 6 


的 数字 kn, 并 设 
p = 0.kikoks :+ kn +, 


则 因为 1 < kn < 8, 所 以 实数 p 的 十 进 制 小 数 仅 此 一 个 . 又 因为 p 属于 区 间 (0, 1)， 

所 以 它 应 与 pn 中 的 某 一 个 一 致 . 若 p = pn, 则 必 有 kn = knn 成 立 . 这 与 kn 天 knn 

相 耶 盾 . 所 以 (0,1) 不 可 数 . 口 
把 这 个 证 明 方法 叫做 Cantor 对 角 线 法 . 对 角 线 法 在 集合 论 中 是 最 基本 的 . 


1.6 ”平面 上 点 的 集合 


如 在 初中 数学 中 所 讲 , 如 果 在 平面 上 给 定 一 个 坐标 
系 , 则 平面 上 的 点 已 可 以 用 书 的 坐标 (z,y) 来 表示 . 这 
里 z,y 都 是 实数 . 若 用 上 一 节 所 述 的 表示 直 积 的 符号 
x 来 表示 , 则 两 个 实数 z,y 的 对 (z,y) 的 全 体 集合 就 是 
R x R. 因此 若 把 平面 上 各 点 P 与 其 坐标 (z,y) 视 为 
同一 , 则 平面 上 的 所 有 点 的 集合 与 直 积 集合 Rx R 是 
一 致 的 . 

若 把 平面 看 成 它 上 面 全 体 点 的 集合 , 则 平面 就 是 直 积 集合 R x R. 可 是 , 直到 
高 中 数学 我 们 还 没有 对 平面 进行 严格 的 定义 ， 最 初 就 把 它 作为 我 们 原本 就 了 解 的 
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东西 , 通过 对 纸 上 描绘 的 图 形 观察 , 以 培养 起 来 的 平面 图 形 的 感 观 印象 为 基础 , 导入 
平面 上 点 的 坐标 的 概念 , 然后 说 明了 平面 是 直 积 集合 R x R. 

在 本 节 , 我 们 将 采用 相反 的 过 程 , 首先 定义 平面 是 Rx R, 然后 阐述 平面 上 点 的 
集合 的 基本 性 质 . 这 些 性 质 是 从 理论 上 把 平面 看 作 R x R 而 严密 推出 的 . 为 了 掌握 
其 含义 , 必须 通过 画图 对 其 印象 有 一 个 直观 的 把 握 . 

al) 平面 

直 积 集合 R x R 称 为 平面 , 其 元 素 (z,y) e R x R 称 为 平面 上 的 点 . 用 R2 来 
表示 平面 Rx R. 在 以 下 的 论述 中 , 因为 在 给 定 平面 R? 上 考虑 其 上 的 点 , 如 果 不 加 
特殊 说 明 , 点 就 是 指 平面 R? 上 的 点 . 

对 于 两 个 点 了 = (z,9),8 = (由 把 Vz 一 ?十 (y 一 2? 叫做 两 点 P 与 @ 
之 间 的 距离 (distance), 并 记 为 |PQ|: 


IPQ| = V(z —w)? + (y— v0)?. (1.18) 


当 书 #Q 时 ,把 点 (Xz 十 (1 一 和 wu, 十 (1 一 入 )v), 和 & [0,1 的 全 体 集 合 叫做 连接 P 
与 @ 的 线段 ,用 PQ 表示 . 车 =1 一 入 即 


(r+ pm, y+ pv) 


P 
PQ = {5+ pW + pw) =1—N,Me (0,y)}. (1.19) 
把 |PQ| 叫做 线段 PQ 的 长 度 ?. 

在 高 中 数学 中 , (1.18) 和 (1.19) 是 定理 , 但 从 平面 定义 为 R x R 的 立场 上 来 看 ， 
(1.18) 和 (1.19) 是 定义 . 当然 , 在 高 中 数学 中 学 过 的 事实 构成 了 定义 (1.18) 和 (1.19) 
的 背景 . 但 如 果 我 们 不 知道 这 一 事实 , 就 不 能 理解 为 什么 距离 和 线段 要 用 (1.18) 和 
(1.19) 来 定义 . 以 我 们 在 高 中 数学 中 学 过 的 事实 为 背景 , 不 仅 是 线 侦 , 还 有 直线 、 圆 
周 、 正 方形 等 各 种 图 形 , 从 我 们 的 角度 如 何 来 定义 好 它们 , 自然 是 显而易见 的 事 . 

对 于 两 点 P= (z,y),8 = (vv),P #0Q, 


l={(Mr+pu, WW+pv) l=1— NAME R} 


叫做 过 两 点 P,Q 的 直线 . 
在 高 中 数学 里 , 线段 和 其 长 度 同 用 记号 PQ 表示 , 但 在 这 里 线段 用 PQ 表示 , 其 长 度 用 |PQI| 表示 
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已 知 点 和 正 实数 7, 与 的 距离 为 7 的 点 Q 的 全 体 集合 
{QIIQP|=7} 


叫做 以 PP 为 圆心 、r 为 半径 的 圆周 . 
关于 距离 , 仅 当 已 = Q 时 , |PQ| = 0, 这 是 显然 的 . 对 于 任意 三 点 已 Q, RR, 不 等 
式 : 
IPR| < |PQI + IQR| (1.20) 


成 立 , 并 称 它 为 三 角 不 等 式 (triangle inequality). 这 个 不 等 式 可 以 通过 简单 的 计算 证 
明 . 即 设 已 = (zx,y),@ = (s,),R= (wv). 若 
€=72—s, N=Yy-t, 各 =3 一 如 T=t—y, 
则 不 等 式 (1.20) 可 以 写成 
(€ +o +m+7) < VE tT+ Vo +7?. 
一 般 地 , 当 a>0,6>0 时 ,由 一 2=(a+B)(a 一 6B) 易 知 , 若 o2 < 2 则 a<p. 
所 以 要 证 明 这 个 不 等 式 , 只 须 证 明 两 边 平方 后 所 得 不 等 式 ， 
(€+0)2+(n+7)? < + +VE+RVG HT + + 
即 证 明 
Eo+m < VE+TPVr +T? 
即 可 . 为 此 , 只 须 说 明 
(0 +)? < (E> + 7)(0? +7?) 
即 可 , 这 由 
(E+T)(0 +7)— (0+n7) = (7 -no) >0 


显然 . 
以 后 三 角 不 等 式 (1.20) 可 以 自由 放心 地 使 用 . 
设 书 是 R? 上 的 一 点 , e 是 正 实数 , |PQ| < s 的 点 Q es R? 的 全 体 组 成 的 集合 
叫做 已 的 e 邻 域 (e-neighborhood). 用 Ue(P) 表示 为 : 


Ue(P) = {Q € RIIQP| < ec 


Ue(P) 是 以 卫 为 中 心 、e 为 半径 的 圆 的 内 部 . 
b) 内 点 、 边界 点 和 聚 点 
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设 5 是 点 集合 , 即 R? 的 子 集 , 已 是 也 2 上 的 点 . 这 里 ,“ 点 集合 ” 意味 着 “点 的 
集合 ”. 

若 存在 正 实数 6, 使 Ue(P) c 3 成 立 , 则 P 叫做 5 的 内 点 (inner point). 因为 
Pe Ue(P), 所 以 5 的 内 点 全 部 属于 5. 

对 任意 的 正 实数 e, 当 Ue(P) & 5,Ue(P) ns 关 台 时 ,把 尸 叫做 3 的 边界 
点 (boundary point). 且 5 的 全 体 边界 点 的 集合 叫做 5 的 边界 (boundary). S 和 5 
的 边界 的 并 集 叫做 5 的 闭 包 (closure), 记 为 [5]?. 显然, 点 Q 属于 [5] 的 充分 必要 
条 件 是 对 任意 的 正 实数 c, U(Q) n 5 关 g( 空 集 ). 所 以 车 Tc5, 则 [7] c [5]. 

例如 , 对 于 5 = Ue(P), 对 所 有 的 正 实数 5,Us(Q)nU(P) 的 充分 必要 条 件 
是 18P| < e.? 所 以 , [Ue(P)] 是 以 已 为 中 心 、e 为 半径 的 闭 贺 盘 : 

[Ve(P)] = {QIIQP| < e}. 

如 果 Q e Ue(P), 那么 |QP| < 6, 所 以 对 满足 5<< 一 |QP| 的 正 实数 6 


以 (站 [WU(D] 
Us(Q@) c Ue(P) 成 立 , 因此 , 8 是 Ue(P) 的 内 点 . 故 Ue(P) 的 边界 是 以 已 为 中 心 、< 
为 半径 的 圆周 . 以 上 的 论证 是 基于 三 角 不 等 式 的 . 
例 1.6 设 S={(z,y) ER?I0<z<10<y<1},4= (0,0),B= (1,0),C = 
(1,1), D = (0,1),5 的 边界 是 4 个 线段 4B, BC, CD, DA 的 并 集 : ABUBCUCDUDA. 


D C 车 
A B A B 
@ 还 没有 固定 的 符号 来 表示 闭 包 , 这 里 采用 了 高 木 贞 治 《解析 概论 》 的 记 法 . 
@ |PQ| = 时 , 线段 PQ 上 存在 属于 Us(Q) nN Ue(P) 的 点 
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DA 或 BC 上 的 点 是 S 的 边界 点 , 但 不 属于 S. 5 的 闭 包 是 正方 形 : 
ABCD={(z,y) eR?l0<zr<1,0<y<1}. 


又 3 的 内 点 只 能 是 正方 形 内 部 的 点 . 
例 1.7 设 S 是 线段 PQ. 8 没有 内 点 , 8 的 边界 与 5 一致 .因此 [5]= 5. 
例 1.8 设 S=QxQ={(z,y) ER?|z EQ,yeQ},R? 的 全 部 的 点 都 是 8 的 边 
界 点 . 因此 , 5S 没有 内 点 , [5] = 且 2. 

设 5 是 点 集合 , 7 是 S 的 子 集 , 如 果 [T] 2 5, 那么 , 7 在 3 中 稠密 (dense), 或 
者 说 全 在 8 中 处 处 稠密 . 例 1.8 的 集合 5 在 R? 中 稠密 

车 对 所 有 的 正 实数 s, 都 存在 Ue(P) 包含 5 的 无 数 个 点 , 即 Ue(P) n 5 为 无 限 
集合 , 就 把 PP 叫做 5 的 聚 点 (accuumulating point). 明显 地 , 5 的 内 点 都 是 5 的 聚 
点 . 5 的 聚 点 是 8 的 内 点 或 5 的 边界 点 . 这 也 是 显然 的 . 如 果 3 的 边界 点 尸 不 属 
于 5, 那么 尸 是 9 的 聚 点 . 

[证 明 假设 P 不 是 5 的 聚 点 , 则 对 于 某 个 正 实数 , Ue(P) n 5 是 有 限 集合 : 


Ue(P)NS = {Q1,Q2,…, Qk Qn}. 


此 时 , 因为 Qk € 5,P# 5, 所 以 Qk 关 P. 因此 0<|QkP|<e. 
故 , 存在 满足 -~ 
5<IQkPI<e，K=12 mn 


的 正 实数 6. 如 果 给 定 这 样 的 5, 则 
Us(P)nScUe(P)nsS， 


并 且 Us(P) 不 包 Qk. 所 以 , Vs(P) n 3 必 是 空 集 , 但 这 与 也是 5 的 边界 点 相 矛盾 口 

属于 5 的 点 已 不 是 5 的 聚 点 时 , 已 叫做 5 的 狐 立 点 (isolated point). P 是 5 
的 孤立 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 正 实数 6, 使 得 Ue(P) n 5 = {P} 成 立 . 3 所 有 点 
都 是 5 的 孤立 点 时 , S 叫做 离散 集合 (discrete set). 

c) 开 集 和 闭 集 

属于 集合 5 c R? 的 点 如 果 都 是 5 的 内 点 , 则 5 叫做 开 集 (open set). 例如 < 邻 
域 Ue(P) 是 开 集 . 包含 点 的 任意 开 集 叫做 PP 的 邻 域 . 5 的 边界 点 都 被 5 包含 时 ， 
5 叫做 闵 集 (closed set). 即 [5] = 5 时 , 5S 叫做 闭 集 . 因为 不 属于 5 的 5 的 边界 点 是 
5 的 聚 点 , 所 以 5 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 5 的 聚 点 都 属于 5. 2 和 R? 既是 开 集 
又 是 闭 集 . 


任意 的 点 集合 3 的 闭 包 [S] 是 闭 集 . 

[证 明 ] 只 须 说 明 [S] 的 边界 点 P 是 5 的 边界 点 即 
可 . 为 此 只 须 证 明 , 对 任意 的 正 实数 es, Ue(P) n 5 不 是 
空 集 因为 已 是 [3] 的 边界 点 , 所 以 Ue(P) 包含 属于 
[3] 的 点 Q@. 此 时 , 车 5=e 一 |QPl, 则 5 > 0,Us(Q) < 
Ue(P). 因为 Q 属于 [3], 所 以 Us(Q) 5 不 是 空 集 . 
此 , Ue(P) ns 也 不 是 空 集 . 

设 5 既 不 是 g 也 不 是 R? 的 点 集合 , 8' 是 5 
R? 中 的 补 集 . P 是 5 的 边界 点 的 充分 必要 条 件 是 , 对 所 有 的 正 实数 <s, 因为 Ue(P) 
ns 关 C Us(P)n5S' 关 所 以 3 的 边界 是 8' 的 边界 . 因此 , 若 5 是 开 集 , 则 8 的 
边界 被 5' 包含 . 故 如 果 3 是 开 集 , 那么 5' 是 闭 集 . 如 果 5 是 闭 集 , 那么 5' 不 包含 
其 边界 点 . 所 以 , 若 5S 是 闭 集 , 则 S' 是 开 集 . 

几 个 (有 限 个 或 无 数 个 ) 闭 集 的 公共 部 分 (交集 , intersection) 是 闭 集 . 

是 明 设 U 是 几 个 闭 集 5 的 集合 , 这 些 闭 集 5 的 交集 是 了 = Qs 一 般 地 ， 


车 Tc 5, 则 [TJC [5]. 所 以 
tc N= Ns=7. 
Seu Se 


因此 [Z] = T, 即 了 是 闭 集 . 口 
几 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 
[证 明 设 U 是 几 个 开 集 U 的 集合 , 这 些 开 集 UV 的 并 集 设 为 W = 内 民 因为 


U 的 补 集 U' 是 闭 集 , 所 以 根据 上 述 结果 , W 的 补 集 W' = 进 到 也 为 闭 集 . 所 以 


W 是 开 集 . 口 

有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

[证 明 ] 设 葬 , U2,…,Un 是 开 集 ,和 = in U2n…n Us. 如 果 任 取 PeU, 因 
为 Pe th, 所 以 存在 正 实数 sk 使 得 已 的 ex 邻 域 Ue,(P) 包含 于 Uk: Ue,(P) C Us. 
若 取 e1,e2,…,en 的 最 小 值 e, 则 Ue(P) 包含 于 所 有 的 Uk. 所 以 , Ue(P) CU, 即 PP 
是 UU 的 内 点 . 因此 U 是 开 集 . 口 

有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

[证 明 ] 设 51,52,…, Sn 是 闭 集 , 车 5 = S1U 52U…U Sn 则 S54 是 开 集 . 因此 ， 
5' = 51nSn…nS' 是 开 集 , 所 以 , S 是 闭 集 . 口 

d) 点 列 的 极限 

如 互 , 慷 ,…, Pa,… 这 样 把 点 P&E R? 排 成 一 列 叫做 点 列 , 并 用 {Pn} 表示. 
其 中 的 每 点 Pn 叫做 点 列 {Pa} 的 项 . 
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存在 点 4, 当 
,lim IBA|=0 


时 , 称 点 列 {Pn} 收敛 于 4, 也 称 4 是 点 列 {Pn} 的 极限 , 记 为 
吏 矶 人 


又 当 {Pa} 收敛 于 某 一 点 时 , 点 列 {Pn} 叫做 收敛 . 
设 P= (zagyn), 4= (a,b), 因 为 


IPnA|= V (zn — 0)? + (yn — 0b)?, 


所 以 Jim |Pa4|=0 与 lim_ |en 一 a|= ,lim lyn 一 6|=0 等 价 ,因此 ,lim P= 4 与 
im_zn = 4 且 lim yn = 等 价 . 另外 , 点 列 {Pa} 收敛 于 4 的 充分 必要 条 件 是 对 
任意 给 定 的 正 实数 s, 除了 有 限 个 n 外 , 已 e Ue(4). 因此 , 如 果 收 敛 点 列 {Ps} 的 
各 项 Ps 属于 5, 则 极限 ,lim。 Ps 包含 于 5 的 闭 包 [5]. 

定理 1.25 (Cauchy 判别 法 ) ”点 列 {Ps} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 正 实数 6， 
存在 与 < 相关 的 自然 数 no(e), 使 得 当 n > nole), m > no(e) 时 , |PnPm| < < 成立. 
证 明 设 P= (zn,yn), 则 如 上 所 述 , 点 列 {Pn} 收敛 与 数列 {zn}, {yn} 同时 收敛 
等 价 . 另 一 方面 , 因为 


IPaPmn| = V(zn 一 Zm)2 + (Yn — Ym)?, 


所 以 , 只 要 |PnPm| < s, 就 有 |zn 一 Zm| < se， ln 一 ym| < < 成 立 . 如 果 |zn 一 zm| < 
6 |yn 一 ym | < a) 那么 |PnPn| < V2e. 所 以 , 由 数列 的 Cauchy 判别 法 (定理 1.13)， 
定理 1.25 成立。 - 口 

尸 是 3 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 点 列 {Pn} 满足 : Pn€5, Pn#P, lim Pn= 
书 . 为 证 明 这 个 结论 , 首先 令 书 是 5 的 聚 点 . 则 对 每 个 自然 数 mw% Uayn(P)n3 是 无 限 集 
合 , 所 以 可 以 选 出 一 点 已 ,使 得 Pa € Uijn(P)n5, Ps 了 了 成 立 . 显然 , lim Pn = P. 
反之 , 如 果 存 在 点 列 {Pa}, 使 得 Ps € 5, Pa 关 P，,lim_ Pn = P, 则 对 任意 给 定 的 正 
实数 6, 除了 有 限 个 n 外 , 有 Pse Ue(P). 又 因为 Ps 关 Plim Pn = P, 所 以 在 这 
些 Ps 中 , 有 无 数 个 互 异 的 点 . 因此 Ue(P) n 3 是 无 限 集合 , 所 以 了 是 5 的 聚 点 . 

e) 有 界 集合 

如 果 属 于 5 的 点 P 与 原点 O=(0, 0) 的 距离 |PO| 有 上 界 , 即 不 超过 一 定 的 正 
实数 时, 称 5 有 界 (bounded). 若 3 有 界 , 那么 属于 5 的 两 点 PQ 的 距离 1PQ| 也 
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有 上 界 , 从 而 |PQ| 的 上 确 界 存在 . 这 个 上 确 界 叫做 3 的 直径 (diameter), 记 为 6(5): 


5(5) = sup_|PQ|. 
PQes 


下 面 的 定理 是 形成 闲 区 间 套 法 基础 的 定理 1.24 的 扩展 . 
定理 1.26 ” 非 空 有 界 闭 集 合 列 51,52,… Sn,…, 若 满 足以 下 两 个 条 件 , 则 存在 唯 
一 的 点 已 属于 所 有 这 些 闭 集 Sn: 

(i 51 5 53I.… I Sn I 

的 lim 5(Sn) =0. 
证 明 ”对 每 个 mw 若 选取 属于 Sn 的 点 忆 , 则 点 列 {Pa} 收敛 . 事实 上 , 根据 ( 训 , 对 于 
任意 的 正 实数 s, 存在 自然 数 no(e), 只 要 n > na(s), 就 有 5(S") <e. 当 n,m > no(e) 
时 , 如 果 m > n, 则 根据 (i), Pm e Sm C Sn, 所 以 ， 


IPnPn| < 6(Sn) < e， 


因此 根据 Cauchy 判别 法 ,{P,} 收敛 . 于 是 , 令 已 = lim 及 , 则 对 每 个 四 车 由 > 几 
则 Pn e Sn 因此 P= ,lim, Po 属于 [Sj. 根据 假设 , [5] = So, 所 以 己 属于 所 有 
的 Sn 口 
紧 至 集合 
一 般 地 ,对 于 以 集合 作为 元 素 的 集合 z/, 属于 以 的 所 有 集合 的 并 集 用 记号 UU 
来 表示 , 设 5 是 点 集合 , 4 是 以 点 集合 作为 元 素 的 集合 . 此 时 如 果 


ScUD 
Ueu 

那么 就 说 5 被 属于 U 的 集合 履 盖 . 把 叫做 5 的 覆盖 (covering). 特别 地 , 覆盖 M 
的 所 有 的 元 崇 都 是 开 集合 时 , 把 叫做 5 的 开 材 盖 (open covering). 又 , 5 的 覆盖 
是 有 限 集合 , 即 由 有 限 个 点 集合 组 成 时 , 把 叫做 5 的 有 限 覆 盖 (fnite covering). S 
的 覆盖 是 覆盖 的 子 集 合 时 , 把 叫做 的 子 覆盖 . 
定义 1.7 如 果 5 的 任意 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆盖 时 , 把 5 叫做 紧 致 的 (compact). 

如 果 5 是 紧 致 的 , 则 意味 着 5 具有 以 下 的 性 质 : 存在 以 开 集合 为 元 素 的 集合 
,车 3 被 属于 UU 的 集合 履 盖 , 则 S 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆 盖 . 
定理 1.27 紧 致 集合 3 是 有 界 的 闭 集 . 
证 明 首先 , 对 于 每 个 Q e 5, 设 它 的 e 邻 域 是 U(Q), 则 显然 KW= {U0(Q)|18e 5} 是 
5 的 开 履 盖 , 因此 5 有 有 限 个 U(Q) 履 盖 . 所 以 5 有 界 . 其 次 , 为 证 明 5 是 闭 集 , 取 不 
属于 5 的 点 P, 对 于 每 点 8 € 5, 令 Ue = Ueo(8), e@ = jlePh 则 {UV(Q)|Q€ 5} 
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是 5 的 开 覆 盖 . 所 以 5 有 有 限 个 UV(Q) 覆盖 : 
SC Uo UUos UU Uo, UU Uo,. 


设 正 实数 cq,k = 1,2,…,m 中 最 小 值 是 
e, 因为 Ua, NUe(P) = 2, SNU(P) = %, 
即 P 不 是 5 的 边界 点 . 这 样 , 不 属于 3 的 
点 卫 不 是 5 的 边界 点 . 所 以 5 的 边界 点 
都 属于 5. 即 5 是 闭 集 . 口 
定理 1.28 (Heine-Borel 覆盖 定理 ) 有 
界 闭 集 是 紧 致 的 . 

证 明 设 S 是 有 界 闭 集 ,为 5 的 开 歼 


U 


盖 . 为 证 明 5 被 属于 X 的 有 限 个 开 集 履 盖 ， 人 


假设 5 不 能 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆 盖 . 因为 5 有 界 , 适当 选取 闭 区 间 I = [a, 中， 
那么 5 包含 于 正方 形 A = 了 x 了: 

SCcA=IxI={(z,y) eRla gzr<ba<y<b). 
4 的 直径 5 = V2(b 一 a)， 把 工 以 其 中 点 c = (a 二 5)/2 分 割 成 两 个 闭 区 间 ，7 = 
la,d, 尺 =[ 芭 中 则 4 被 4 个 直径 为 5/2 的 正方 形 4 = 也 x7 A”=7"xI,A” = 
Tx 77,AW = zw x 77 分割 : 

A= A'UAUATUA. 

与 之 对 应 , 5 被 4 个 闭 集 5'= SNA'5”= SNnA",5”%=SNA”,S% 二 SNAm 分 
割 ， 
(a,b) (bb) 


(ba) 


S=SUS"US"US". 
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在 这 4 个 闭 集中 , 如 果 任 一 个 都 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆 盖 , 那么 S 也 被 属于 凡 
的 有 限 个 开 集 履 盖 . 这 与 假设 相反 . 所 以 ,8', SS”%, S”” 中 至 少 有 一 个 不 被 属于 UU 
的 有 限 个 开 集 覆 盖 , 不 妨 设 它 是 51, 则 


Si CS，j5(5) < 5 


对 51 进行 同样 操作 , 把 不 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆盖 的 闭 集 设 为 52. 则 得 


6 
S2 C 91， 6(52) < p73 


重复 进行 此 操作 , 可 得 不 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆盖 的 闭 集 列 Sn: S152,.… Sm， 
并 且 
SI5I 52IO.I Sn I, (Sn) < 让 


根据 定理 1.26, 存在 属于 所 有 Sn 的 点 P. 因为 P e 5, S 是 被 属于 U 的 开 集 覆盖 ， 
所 以 卫 属 于 的 开 集 之 一 U. 取 PeU,U(P) c 成 立 的 正 实数 6, 若 给 定 一 自 
然 数 n, 则 Pe 5n, 5(5n) < 6/2* < e, 因此 , Sn CU. 这 与 Sn 不 被 属于 W 的 有 限 个 
开 集 履 盖 相 矛盾 . 所 以 , S 被 属于 U 的 有 限 个 开 集 覆 盖 . 即 5 是 紧 致 集合 . 口 

紧 致 的 概念 在 现代 数学 中 是 最 重要 的 概念 之 一 . 

定理 1.29 (Weierstrass 定理 ) ”有 界 的 无 限 集合 有 聚 点 . 
证 明 ”只 须 证 明 没有 聚 点 的 有 界 集合 8 是 有 限 集合 即 可 . 因为 若 存在 不 属于 8 的 
5 的 边界 点 , 则 它 必 是 5 的 聚 点 , 所 以 5 的 边界 点 都 属于 3. 即 , 5S 是 闭 集 . 属于 5 
的 点 已 不 是 5 的 聚 点 , 即 , Ue(P) n 3 具有 有 限 集合 Up = Ue(P), 5 被 Up,PeS 
覆盖 . 而 另 一 方面 , 因为 S 是 有 界 闭 集 , 所 以 据 定理 1.28, S 是 紧 致 . 因此 , 5 被 . 
的 有 限 个 覆盖 . 所 以 , 5 是 有 限 集合 . 

从 点 列 Ue 中 选 无 数 个 项 , 按照 与 点 列 {Pa} 届 的 同和 顺 刘 排列 和 到 襄 列 
Pr, Pra, Ps 叫做 {Pa} 的 子 列 . 其 中 , n1,n2,ns,… 是 单调 增加 的 自然 数列 . 又 ， 
及 和 O= @， 0 的 距离 |P,O| 不 超过 不 依赖 于 n 的 常 实数 时 , 点 列 {PP} 称 为 有 界 . 
定理 1.30 ”有 界 的 点 列 有 收敛 的 子 列 . 

证 明 设 {Pn} 是 有 界 点 列 ,并 把 以 {P} 的 项 出 现 的 点 的 全 体 集合 设 为 5. Ps = PP 
的 项 媚 , 存在 无 数 个 时 , 结论 显然 ， 对 于 每 个 P e 5, 已. = P 的 项 P 只 有 有 限 
个 . 则 因为 8 是 有 界 的 无 限 集合 , 所 以 根据 定理 1.29, 5 具有 聚 点 . 若 取 其 中 的 一 
个 聚 点 @, 则 对 于 任意 正 实数 s, Ue(@) n 5 是 无 限 集合 . 因此 , Ps Ue(Q@) 的 项 P 
存在 无 数 个 . 于 是 , 首先 取 已, 使 得 它 是 满足 Pe U1(@) 的 项 Ps 之 一 . 其 次 取 
Pn 使 得 它 是 满足 PB € Uj,(Q@), n > ni 的 项 P 之 一 . 接着 取 Ps 使 得 它 是 满足 
已 € Ujs(Q@),n > nz 的 项 Pn 之 一 . 以 下 同样 确定 Pa,, Pns,… 就 可 以 得 到 PP 的 
子 列 : Pm, Po Pa Ph Pann € Uijm(Q). 显然 , 此 子 列 收 僵 于 Q. 口 
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f) 复 平面 


在 高 中 数学 中 , 把 形 如 z = z 十 i(z,y 为 实 
数 , i = V=-]) 的 数 叫做 复数 (complex number). 
两 个 复数 z= 工 +iy,w =4+ 记 的 和 、 差 、 积 可 z= = 
以 如 下 给 出 : 


ZzZ+wW= (T+u) +i(y + 2), 

z—wW= (rT—u)+i(y—v), 

zw = (zu 一 gu) + i(zv + yu)- 
这 样 定义 的 复数 的 加 法 、 减 法 和 乘法 的 结合 律 、 交 换 律 、 分 配 律 的 成 立 很 容易 得 到 
验证 . . 

数 轴 及 上 的 点 > 即 为 实数 z。 同 理 , 把 平面 R? 上 的 点 (z,y) 考虑 成 复数 
z 三 2 十 廊 时, 把 R? 叫做 复 平面 ， 把 复 平面 用 C 表示 . 复数 > = z +iy 的 绝对 
值 (absolute value) 定义 为 
jz| = V7? 十 22. 


对 于 两 个 复数 > = z 十 刘 , 也 一 业 十 训 ， 


2 -wl= VE- + 0) 
沪 ” 是 平面 C 上 点 z 与 点 必 之 间 的 距离 . 特别 地 , |z| 是 
z 与 原点 0 的 距离 . 因此 , 根据 三 角 不 等 式 (1.20)， 


1z| 


lz+wl < |z| + lwl. 


对 于 z=z+iy, 把 z 一 iy 叫做 z 的 共 辆 复数 (con- 


9 jugate), 记 为 有 
z=2—iy. 
显然 有 
=z， Z 十 切 二 2 十 人 W，Z 一 妇 二 32 一切 ， ZW =Z: 人 0 
1 
又 
|zj2 =|aP =22 + =z.z. 
因此 
lzwl? = zwzT = zwz T= zzw0 = zwl?, 
所 以 


lzwl = lzllwl. 
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如 果 z 关 0, 那么 |z| > 0, 所 以 zz/|z| =1. 即 非 0 的 复数 z 具 有 倒数 1/z=z/|z|. 
所 以 复数 全 体 集 合 C 成 为 域 . 把 域 C 叫做 复数 域 (the field of complex numbers). 

对 于 z=z+ 动 ,把 z 叫做 z 的 实 部 (real part), 用 Re z 表示 . 把 y 叫做 z 的 虚 

部 (imaginary part), 用 Im z 表示 . 显然 

十 z 


EA 一 ZZ 
Rez= 2 ， Inz= -3 


因而 Re z < |z| 成 立 , 利用 这 个 不 等 式 可 以 简单 地 证 明 如 下 不 等 式 : 

|z 十 wl2 一 (z 十 芭 )( 过 十 古 ) 一 2 十 2 古 十 U 到 十 也 硬 
|zl? 十 2Re zw + lwl? < |z|? + 2|z0| + lwl? 
=|z + 2lzllol + lwp = (lz| + hwl)?, 


| 


所 以 
lz+ wl < lz| + lwl. 
以 上 , 我 们 阐述 了 关于 复数 的 加 减 乘 除 的 基本 法 则 , 由 这 些 基本 法 则 很 容易 导 
出 各 种 公式 . 首先 , z 关 0 时 , 因为 (w/z)z = (w/zz) = 名 ,所 以 


» 3 
根据 这 式 与 上 述 关 于 和 、 差 、 积 的 共 轿 的 法 则 , 若 假定 由 有 限 个 复数 zz2,… ,zn 


通过 有 限 次 的 加 减 乘除 的 演算 , 得 到 复数 w, 则 由 友 ,z2,…,zn 通过 同样 的 加 减 乘 
除 的 演算 , 可 得 共 罗 复 数 五. 例如 , 当 z 关 0 时 ， 


反复 运用 公式 lzw| = |z| hwl, 则 得 
|z122z3*…… zn| = |2a||zzllzs| …|zn|. 


特别 地 ， 


laz"| = lallal™. 

又 因为 | 中 和 jz 一 可 十 lol, 所 以 加 一 Il 和 | 一 可 同 理 , |w| 一 jz|< lw 一 zl. 所 以 
lz- jwll < lz—ul. 

根据 不 等 式 |z + ul < lz 二 lu| 得 


a+t+2+ +zn| < al+ |z2l+ e+ lanl. 


1.6 平面 上 点 的 集合 ”55 


因此 ， 
lao + aaz 十 … 十 anz2| < laol + lollz|+ + lanllzl™. 


复 平面 C 是 平面 R?, 复数 > = z+ 记 是 及 上 的 点 (z,9), 所 以 在 本 节 中 关 


于 平面 上 点 集合 的 叙述 , 对 于 复 平面 上 的 复数 照样 成 立 . 例如 , 复数 列 {zn} 即 点 列 
{zn} 收敛 于 复数 w， ,lim zn = w 是 指点 列 {zn} 收敛 于 点 w. 即 意味 着 


lim |zn —w| = 0. 
je 


关于 点 列 收敛 的 Cauchy 判别 法 (定理 1.25), 也 同样 对 于 复数 成 立 . 即 ， 
定理 1.31 ”复数 列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任意 正 实数 s, 存在 一 个 自然 
数 no(e), 只 要 n> no(e), m > no(e), 就 有 |zn 一 zm| < < 成立. 

如 果 复 数列 {zn} 收敛 , 则 {|znl} 也 收敛 , 并 且 


| lim zn| = lim |zn|. 
noo noo 


这 是 因为 , 由 于 lz| 一 lell<lzm 一 由 车 lim am= 邮 则 Jimlzl= lw 


同 实数 的 无 穷 级 数 的 情况 相同 , 对 由 复数 z 组 成 的 无 限 级 数 3 即 2 十 
n=1 
Zz2 十 23 十 … 十 zn 十 …, 其 部 分 和 


Wn 二 和 十 加 十 十 


构成 的 复数 列 {wa} 收敛 时 , 称 六 za 收敛 把 w = lm wn 叫做 这 个 无 穷 级 数 的 
n=1 


所 
妇 二 了 m= 及 十 加 十 加 十 … 十 加 十 …。 
nt 


定理 1.32 ”如 果 级 数 》 |zn| 收敛 , 那么 》 zn 也 收敛 
n=1 n=1 


证 明 设 wn = 为 二 如 十 加 十 … 十 zn, on 三 || 十 |z2| 十 |23| 十 … 十 |znl, 如 果 m <n， 
则 


n 


2 a 
k=mt+1 


所 以 ,根据 Cauchy 判别 法 (定理 1.31)， 如 果 数列 {on} 收敛 , 则 数列 {wn} 也 收敛 口 
如 果 级 数 》 |zn| 收敛 ,那么 级 数 》 zn 叫做 绝对 收敛 . 
n=1 n=1 


< 》 ll=(0n -om). 


k=m+1 


lwn ~ wm| = 
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定理 1.33 ”已 知 收敛 级 数 Tm, rn > 0. 对 于 级 数 ba 如 果 存 在 自然 数 v, 使 


n=1 


得 n>v 时 , |zn| < rn 成 立 , 那么 Dp 绝对 收敛 . 这 是 显然 的 . 


n=1 
如 果 级 数 》 zn 绝对 收敛 , 那么 
n=1 
| zn| < > ls. 
n=1 n=1 


这 个 不 等 式 的 证 明 也 很 容易 . 事实 上 , 如 果 wn = 》 zx, 则 hwn| = > |zkl, 所 以 
k=1 大 =1 


ns 
-|| = i onl < lig, Dll = Dll 


n=1 


Dr 


考察 关于 任意 复数 z 的 级 数 ba 这 个 级 数 绝对 收敛 的 证 明 在 1.5 节 的 例 


1.3 中 已 经 给 出 . 2 -= 是 实数 的 证 明 也 是 相同 的 即 满足 v > 2|z| 的 自然 数 v 给 定 
时 , 如 果 n > wv, 那么 


外 -全 全 = l2zl” 1 
= ee 3 = 


nl vv+lv+2 nn vl -2 


车 My =v*/v, 则 |2z]*/v!< Mo. 所 以 n>v 时， 
EP Mm 


Ar < (1.21) 


因为 Dur = 2M, 所 以 根据 定理 1.33， 学 夺 -绝对 收敛， 车 令 


则 当 mm >v 时 ， 


Ce 
< 入 < 过 = 起 . (1.22) 
nn: 1 mt+l 


其 次 证 明 不 等 式 


1.6 平面 上 点 的 集合 


成 立 . 若 pn = (L+ z/n)", 根据 二 项 式 定理 


. n 
Pn =1+ Dane,, Qnk 一 ( kj 


k=1 
1 1 2 SN， 
因为 oox= 直 (1 二 ) (1 一)…(- 握 二 ), 所 以 
0 1 这 二 
< onk < monk 王宫 


因此 , n > m >v 时 , 由 (1.21) 式 


n n 
M, _M, 
2 ols i D3 Re 
k=m+1 k=m+1 a k=m+1 

所 以 车 

m 

Prm 一 1 十》 ankzk， 

k=1 

则 当 n>m>v 时 ， 


M, 
|pn — pn,m| < es 


又 因为 lim awk = 1/K 所 以 ， 
lim po + 


于 是 , 正 实数 < 任意 给 定时 , 首先 确定 满足 
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的 自然 数 m(m > v). 其 次 确定 no(s)(no(e) > m) 使 得 n > nole) 时 , |pn,m 一 wm| < 了 


成 立 . 于 是 , n > no(e) 时 ， 


M, € 
[pn 一 wm| < lpn — priml| + lpnsm — wn| < 天 + 


因此 , 如 果 n,7 > no(e), 那么 lpn 一 Pi| < lpn 一 om| 十 四 一 zom| < e. 所 以 ,由 Cauchy 


判别 法 , 数列 {pn} 收敛 , 其 极限 为 p: 


bn (1+2). 


no0 


58 第 1 章 实 数 


如 果 n > no(e) 时 , 因为 lpn 一 wm| < s/2, 所 以 


四 一 wm| < $ 
又 根据 (1.22) 式 
因此 得 加 
Ip— 4 <s, 
因为 e 是 任意 的 正 实数 , 所 以 
从 而 (1.23) 式 得 证 . 
注 “等 式 (1.23) 的 证 明 虽 然 麻 烦 , 但 在 (1.23) 式 中 如 果 令 pn = 1+ > ankz*, 当 


k=0 
nn 五 00: 时, 因为 ankzt 一 区 /有 就 说 pn 一 1 +》 /kl, 这 样 的 证 明 不 仅 不 严密 ， 
k=0 
而 且 在 理论 上 是 错误 的 . 例如 设 


= 1 1 
qn = > bo bnk = Zk + Br-E; 
k=1 


则 当 n 一 00 时 ,是 bnk 一 1/2* 而 不 是 gn 一 》 1/2* =1. 因为 m=3--3/2", 所 
k=1 


以 当 n 一 00 时 , gn 一 3. 

g) n 维 空间 

与 把 两 个 实数 对 (z,y) 的 全 体 集合 用 R? 表示 时 相同 , n 个 实数 组 (zl 72, za,…， 
zn) 的 全 体 集合 用 R" 表示 , 且 把 R" 叫做 n 维 空间 . R" 的 元 素 (za za，……,zn) 叫 
做 n 维 空间 R" 的 点 ..R1 = R 是 数 轴 , R? 是 平面 , R3 是 高 中 数学 中 学 过 的 空间 . 


对 于 Rr" 的 两 点 P=(z1,72,z3,… ,zn), = (os 把 |》 Xzk yk)? 
k=1 


叫做 与 @ 的 距离 , 用 |PQ| 表示 : 


IPQ| = Vz1 — 9)? + (zz 一 名) 十 十 (cn 一 加 这 
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设 己 为 Rm 中 的 点 , 为 正 实数 时 , 把 
U(P)=|Q € R"IIQP| < e} 


叫做 书 的 s 邻 域 . Ue(P) 是 R* 中 以 PP 为 中 心 、 为 半径 的 球 的 内 部 . 给 定 R" 的 
点 集 5, 如 果 存 在 正 实数 6, 使 得 Ue(P)C 5, 则 把 P 叫做 3 的 内 点 . 对 于 所 有 的 正 
实数 6, 如 果 Ue(P) YS, Ue(P) nS 关 G 那么 ,把 尸 叫 做 3 的 边界 点 . 并 且 , 把 8 
的 边界 点 的 全 体 集合 叫做 5 的 边界 . 5 与 其 边界 集合 的 并 集 叫做 5 的 闭 包 , 用 [5] 
表示 . 同 理 , 在 本 节 中 关于 平面 上 点 集合 的 说 明 照样 可 以 扩展 到 R" 的 点 集合 上 . 

按 我 自己 的 理解 , 数学 就 像 物理 学 描述 物理 现象 一 样 , 它 描述 的 是 数学 现象 . 要 
理解 数学 , 很 重要 的 一 点 就 是 对 数学 现象 要 有 一 个 直观 的 把 握 . 为 此 , 其 数学 现象 表 
现 全 貌 的 各 种 情况 中 , 尽量 去 考察 一 些 简单 的 情况 是 很 有 效率 的 . 其 数学 现象 的 全 
貌 通过 在 其 简单 情况 下 的 明确 把 握 , 再 把 它 推广 到 一 般 的 情况 中 就 非常 容易 了 . 在 
本 节 阐述 的 有 关 点 集合 的 现象 , 即使 不 延伸 到 R", 在 平面 R? 中 就 可 以 展现 其 全 
貌 . 并 且 , 在 平面 的 情况 下 , 在 纸 上 描 绘 出 点 集合 的 图 , 那么 现象 是 能 “看 得 见 ”的 . 
这 就 是 在 本 节 中 我 们 采用 平面 上 点 集合 的 原故 . 当然, 不 能 用 图 代替 论证 过 程 . 图 是 
把 现象 表示 为 记号 , 而 不 是 其 现象 本 身 . 例如 : Ue(P) 和 其 闭 包 [Ue(P)] 实际 上 都 不 
能 用 图 来 区 别 . 但 下 图 却 是 把 其 区 别 表示 为 记号 . 


UP) [VU.(P)] 


数 轴 上 的 点 集合 

在 数 轴 R 上 , 点 a € R 的 。 邻 域 是 开 区 间 : Ue(o) = (a 一 e,a+e), 开 区 间 (a,b) 
是 开 集 , 闭 区 间 [a,4] 是 闭 集 . (a, 5), [a,4] 的 边界 都 是 由 两 点 a,b 组 成 的 集合 {a, 5}. 
又 (a,b) 的 闭 包 是 [a,]. 集合 S < R 有 上 界 时 , 5 的 上 确 界 是 5 的 最 大 边界 点 . 5 
有 下 界 时 , 5 的 下 确 界 是 5 的 最 小 边界 点 . 

根据 定理 1.28， 闭 区 间 了 = [中 是 紧 致 的 . 因此 , 了 如 果 被 无 数 个 开 区 间 
,U2,Us,… 覆盖 , 那么 了 也 被 其 中 的 有 限 个 三 , U2,…, Um 覆盖 . 它 已 被 用 于 1.5 
节 的 f) 中 “ 闭 区 间 是 不 可 数 集合 ”的 证 明 中 . 

开 区 间 (a, 十 00),( 一 00, 05),( 一 00, 十 00) 也 是 开 集 区 间 [a, +00), (一 00,9] 是 闭 集 ， 
但 不 把 它 叫 做 闭 区 间 . 闭 区 间 是 指 紧 致 的 区 间 . 

设 {an} 是 有 界 的 数列 , 并 且 ni 关 m 时 ,an 关 am. 则 根据 1.5 节 的 c) 中 阐述 过 
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的 {an} 的 下 极限 的 性 质 , 下 极限 liminf an 是 由 项 an 全 体 构成 的 集合 5 的 最 小 聚 
点 . 同 理 , 上 极限 imsup an 是 由 项 an 全 体 构成 的 集合 5 的 最 大 聚 点 . 


习 


1. 试 由 无 限 不 循环 小 数 表示 所 有 无 理 数 , 导出 无 理 数 在 数 轴 上 处 处 稠密 地 分 布 (1.2 节 6). 
2. 对 于 任意 实数 8, 证 明 le 十 有 < la 十 16|(L.3 节 定理 1.11). 
3. 设 数列 fan] 收敛 于 实数 @ 证 明 若 bn = 了 二 人 十 一 十 em, 则 数列 {5n} 也 收敛 于 实数 


a. 
4 证 明 六 点 < 2 成立 
5 证 明 有 上 界 的 数列 {oa} 具有 收 全 于 其 上 极限 in sup av 的 子 列 


6. 根据 有 界 数列 具有 收敛 的 子 列 , 证明 有 界 点 列 具 有 收敛 的 子 列 (1.6 节 定理 1.30). 

7 证 明 维 空间 R" 的 三 点 P,Q,RR 的 三 角 不 等 式 |PR| < |PQ|+18R| 成立. 

8. 证 明 对 于 已 知 实数 wba > 6 > 0, 车 a1 = (a +),br = Vab,as = 3(o1 二 bh), ba 一 
Von 一 ao- 十 和 -Dim = VE 。 则 数列 fos} {bn]} 收敛 于 同一 极 
限 值 ( 这 个 极限 值 叫做 a 和 4 的 算术 几何 平均 ), . 


9. 证 明 对 于 已 知 实数 a > 0, 若 u = 3 (e+2) ,0 =$ (+) 3(onit 


一 )… 则 im an = V3 成 立 (藤原 松 三 即 《 微 分 积分 学 I》132 页 习题 人 


Qn-l 


10. 证 明 im ma/" = 1 (首先 验证 n>3 时 mm/ > (n 二 1Mm+D 成 立 ). 


第 2 章 函 数 
2.1 函 数 


设 D c R 是 实数 集合 , 如 果 对 D 的 每 个 实数 & 都 对 应 一 个 实数 则 称 这 种 
对 应 是 由 定义 的 函数 (function). 设 f 是 由 DD 定义 的 函数 , 通过 了 与 < 对 应 
的 实数 7 叫做 在 & 处 的 f 的 值 (value), 记 为 1(é&): 


f(8) = 
DD 叫做 7 的 定义 域 (domain), 7 的 值 f(é) 的 全 体 集合 : 
{f(Alé € D} 


叫做 的 值 域 (range). 对 于 DD 的 任意 的 子 集 5, 属于 5 的 实数 处 的 了 的 值 f(6) 
的 全 体 集合 用 f(S) 来 表示 : 


f(5) = {f(Olé € 5}. 


车 采用 这 种 记 法 , 则 f 的 值 域 可 以 用 f(D) 来 表示 . 

函数 了 用 f(z) 来 表示 , 则 z 称 为 变量 (variable), D 称 为 z 的 变 域 , f(z) 称 为 > 
的 函数 . 以 D 为 变 域 的 变量 z, 是 代表 属于 D 的 实数 的 符号 . 把 z 用 属于 D 的 特 
定 实数 & 替换 时 , f(€) 表示 处 的 函数 f(z) 的 值 . 或 者 说 , 变量 z 是 一 个 符号 , 在 
它 的 位 置 上 可 以 代入 属于 DD 的 任意 实数 &. 即 z 是 把 函数 f 写成 f( ) 时 , 表示 ( ) 
的 记号 . 根据 一 般 习惯 , 我 们 为 了 简单 起 见 , 把 属于 DD 的 实数 和 变量 用 同样 的 字母 
2 表示. 

令 y = f(z), 我 们 就 说 y 是 z 的 函数 , z 是 自 变量 (independent variable), y 是 
因 变 量 (dependent variable).“ 自 变量 "、“ 因 变量 ”的 术语 是 把 伴随 着 量 z 的 变动 而 
变动 的 量 y 定义 为 z 的 “函数 " 的 时 代 产物 , 其 细微 差别 用 现代 的 方式 很 难 明确 地 
说 明 . 如 果 要 解释 的 话 , 可 以 说 > 是 表示 可 以 代入 属于 函数 f 的 定义 域 D 的 任意 
实数 & 的 位 置 的 记号 . y 是 表示 给 z 代入 时 应 代入 f(&) 的 位 置 的 符号 . 但 称 “y 
是 z* 的 函数 ” 时 , 是 基于 “y 是 随 着 z 的 变动 而 变动 的 量 ", 把 属于 D 的 实数 和 变量 
同样 用 x 表示 的 习惯 也 是 基于 “z 是 变动 的 量 ". 记 y = f(z) 时 , z 是 变量 还 是 属于 
了 定义 域 中 的 一 个 实数 , 这 一 般 通 过 上 下 文 就 可 以 知晓 , 不 会 产生 混淆. 
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例 2.1 已 知 数列 {on}, 若 f(n) = an, 则 可 以 得 到 由 自然 数 全 体 集合 N 定义 的 函 
数 此 数列 是 以 N 为 定义 域 的 函数 . 

例 2.2 ”对 实数 z(0 < z < 1),z 是 无 理 数 时 , f(z) = 0. > 是 有 理 数 时 , 把 z 表示 为 
不 可 约 分 数 z = 4 p,q 为 互 素 的 自然 数 . 若 令 f(z) = 1/p, 则 可 得 在 开 区 间 (0, 1) 
上 定义 的 函数 f. f 的 值 域 是 {0,1/2,1/3,1/4,…, 1/n,…}. 

例 2.3 设 忆 是 满足 0 < z < 1 的 有 理 数 z 的 全 体 集合 , 对 于 ze 也, 与 例 2.2 相 
同 地 把 z 表示 为 不 可 约 分 数 z = 4 若 令 f(z) = 天 则 确定 以 了 = Qn (0,1) 为 定 
义 域 的 函数 f. f 的 值 域 为 {1/2,1/3,1/4,…-}. 

在 本 章 , 我 们 主要 讨论 定义 在 区 间或 从 区 间 上 除去 有 限 个 点 后 的 集合 上 的 函数 . 
例如 , 函数 f 是 定义 在 从 区 间 工 中 除去 一 点 a 的 集合 了 一 {a} 上 的 , 称 f 是 在 从 了 
中 除去 点 a 的 集合 上 定义 的 函数 . 进一步 , f 用 了 或 了 一 {4} 来 定义 时 , 称 f 是 在 了 
或 者 至 多 从 了 中 除去 a 的 集合 上 定义 的 函数 . 

函数 的 极限 在 1.4 节 中 我 们 已 经 叙述 了 数列 极限 的 明确 定义 . 关于 函数 的 极 
限 , 我 们 在 高 中 数学 中 也 学 过 , 但 其 明确 的 定义 , 如 果 用 1.4 节 中 同样 的 方法 叙述 ， 
应 该 如 下 : 
定义 2.1 设 f(z) 是 定义 在 工 中 至 多 除去 点 wa e 工 上 的 函数 , 并 设 a 为 实数 . 对 
于 任意 正 实数 6, 存在 正 实数 5(e), 只 要 


0<lz-al<5e)， 就 有 |f(z)-al<e (2.1) 
成 立 . 则 z 一 a 时 , f(z) 收敛 于 mm 称 a 是 z 一 a 时 的 f(z) 的 极限 值 , 记 为 
lim f(z)=a, 
或 者 记 为 
za 时 f(z) = a. 


把 “z 一 a 时, f(z) 一 o 简写 为 “f(z) = a(z 一 0)”.“z 一 a 时 ” 读 作 “z 趋 
于 a 时 ”. 

严格 说 来 , (2.1) 式 应 写成 

当 0<|z-al < 6(e), TEIT 时 ， |jf(z) - al <e 成立. 

但 因为 z # 了 时 , f(z) 未 被 定义 , 所 以 (2.1) 式 是 没有 意义 的 . 要 使 (2.1) 式 有 意义 ， 
必须 ze 了 所 以 简写 为 “z e 媚 . 同样 地 , 以 下 在 > g 了 无 意义 的 情况 下 , 省 略 条 件 
ZE 了 

函数 的 极限 与 数列 的 极限 之 间 存 在 密切 的 关系 . 首先 , z 一 a 时 , 如果 f(z) 收 
和 敛 于 a, 那么 , 对 于 收敛 于 a 的 所 有 数列 {Tn}, zn 关 a, 数列 {f(zn)} 收敛 于 a 
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了 是 明 因为 数列 {zn} 收敛 于 a, 对 应 的 任意 正 实数 5, 存在 no(6), 只 要 n > 
no(6), 就 有 |zn 一 a| < 5 成 立 . 所 以 ,根据 (2.1) 式 , 对 于 任意 实数 6, 只 要 n> ee 
就 有 |f(zn) 一 Ql < e 成 立 . 即 {f(zn)} 收敛 于 a 

对 于 收敛 于 a 的 所 有 数列 {Zn}, Zn 关 a, 如 果 数 列 {f(zn)} 收敛, 则 z 一 a 家 
f(z) 收敛 . 

[证 明 根据 假设 , 对 每 一 个 收敛 于 a 的 数列 {zn}, zn 关 a, 确定 = ,im f(zn)， 
但 此 极限 a 事实 上 不 依赖 于 数列 {zn}. 因为 , 若 数列 {zn}, zn 了 a, 和 数列 {yn}， 
yn 闫 0, 都 收敛 于 a, 则 把 zn 与 yn 交叉 排列 的 数列 : 21, yi, ra,ya, 3,Y3,… Tn, Yn, …… 
也 收敛 于 a. 这 个 数列 用 {zn} 表示 , 则 


lim, f(yn) = ,lim, f(an) = ,lim, f(zn) = 0 


即 a= lim,f(zn) 不 依赖 于 数列 {zn}. 
为 证 明 = 一 a 时, f(z) 收 敏 于 m 先 假设 2 一 a 时 , f(z) 不 收 化 于 a 则 对 于 任 
意 正 实数 eo, 不 论 取 什么 样 的 正 实数 6, 若 


0<|lz—al<6, 则 |f(z)—al<eo 


未 必 成 立 . 即 , 存在 满足 0< |z 一 a| <5 并 且 |f(z)-al>eo 的 z. 若 5=1/nn 
是 自然 数 , 则 存在 点 zn 满足 0 < lzn -al < 二 ,|f(zo) - al > eo. 这 样 得 到 的 数列 
人 zaj zn 天 a 收 伍 于 w 所 以 ，lim f(zn) = a 这 与 |f(zn) -ol > eo 相 巴 盾 。” 口 
Cauchy 判别 法 ”关于 函数 的 收敛 , 也 有 和 数列 一 样 的 Cauchy 判别 法 . 

定理 2.1 (Cauchy 判别 法 ) 设 f(z) 是 定义 在 区 间 了 或 者 I 中 至 多 除去 点 4 (a € 站 
后 的 集合 上 的 函数 . z 一 a 时, f(z) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 实数 , 存在 
正 实数 6(e), 使 得 只 要 


0<lz-al<5e)，0< 必 -ol<5(e), 就 有 |f(z) 一 f(WI<e (2.2) 


成 立 . 
证 明 ” 同 数列 的 情况 一 样 , 必要 性 的 证 明 直 接 从 收敛 的 定义 可 得 . 为 了 证 明 充分 性 ， 
先 假设 这 个 条 件 成 立 , 若 取 收敛 于 a 的 任意 数列 {zn}, zn 了 则 对 于 任意 正 实数 
6, 存在 no(6), 使 得 > no(6) 时 |zn 一 al < 5 成 立 . 所 以 根据 (2.2) 式 , 对 于 任意 正 
实数 e, 只 要 m,n > no(6(e)) 就 有 |f(zm) 一 f(zn)| < < 成立 . 因此 , 根据 数列 收敛 的 ， 
Cauchy 判别 法 , 数列 {f(zn)} 收敛 . 故 根据 上 述 结果 , 当 z 一 a 时 , f(z) 收敛 口 
函数 的 极限 也 有 和 数列 极限 相同 的 运算 法 则 成 立 . 如 果 z 一 a 时 , f(z) 和 g(x) 
同时 收敛 , 则 它们 的 一 次 组 合 cljf(z) 十 cag(z) 及 它们 的 积 f(z)g(z) 也 收敛 ， 其 中 cl cz 
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是 常数 . 并 且 
lim (cif(2) + c29(2)) = «1 lim f(z) + 02 lim 9(7), 


lim (f(z)g(2)) = lim f(z) * lim gz) 


za 


进而 , 若 lim g(z) 关 0, 那么 ， 商 f(z)/9(z) 也 收 仇 ,并 且 
/f(DN lim f(x) 
加 (49)- 入 ge) 


要 证 明 这 些 运算 法 则 , 我 们 只 要 运用 上 述 函 数 的 极限 和 数列 极限 之 间 的 关系 ， 
把 它 归结 为 数列 极限 的 运算 法 则 就 可 以 了 . 
在 上 述 定义 2.1 中 , 例如 工 = [o,b) 时 , 当 作 ze 了 所 以 (2.1) 式 与 


lf(z)—al<e 


z—a 


0<z—a< de) 时 , 
等 价 . 因此 , a = lim f(z) 是 z 从 右 趋 于 a 时 f(z) 的 极限 值 . 


一 上 一 和 一 
a b 
a 是 了 的 内 点 时 , 有 时 也 讨论 z 从 右 或 者 从 左 趋 于 a 时 的 极限 值 . 即 , 对 于 任意 正 
实数 e, 存在 正 实数 5(e), 使 得 
0<z—a< de)W, |f(z) 一 al <e (2.1)+ 
成 立 , 那么 , 称 a 是 z 从 右 趋 于 a 时 的 f(z) 的 极限 值 , 记 为 
a= lim f(z). (2.3) 


z—at0 


z 从 左边 趋 于 a 时 的 f(z) 的 极限 值 , 同样 可 以 定义 为 
B= lim f(z). 


za-0 


作为 函数 极限 值 的 土 oo 的 含义 也 和 数列 的 情况 相同 . 例如 , 对 于 任意 的 实数 p， 


存在 正 实数 5(/), 使 得 
lz—al<6(p) 时 ,有 f(z)>p 


成 立 , 那么 称 函数 f(z) 在 z 一 a 时 向 +oo 发 散 . 记 为 
lim f(s) = +oo. 
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又 , 对 于 任意 正 实数 =, 存在 正 实数 v(e), 使 得 
ZT>v(e) 时 , 有 |f(z)-al<e 
成 立 , 那么 称 f(z) 在 z 一 +oo 时 收敛 于 a. 记 为 


,lim fta) =o. 
函数 的 图 像 
一 般 地 , 对 于 在 实数 集合 D C R 上 定义 的 函数 f, ze D 与 f 在 z 处 的 值 f(z) 
构成 的 数 对 (z, f(z)) 的 全 体 组 成 的 及 x R = R2 的 子 集 , 叫做 函数 的 图 像 (graph)， 
用 Gy 表示 . 
Gj = {(2,f(2)) eR?lz € D}. 


我 们 在 高 中 数学 中 学 到 的 图 像 是 曲线 或 几 个 曲线 的 连接 , 如 上 述 例 2.3 的 函数 
f(z) 的 图 像 Gy, 只 是 离散 的 点 的 集合 , 并 不 可 能 把 Gy 的 图 像 全 部 描绘 出 来 . 


2.2 连续 函数 


a) 连续 函数 
定义 2.2 ” 设 f(z) 是 在 某 区 间 工 上 定义 的 函数 . 此 时 , 如 果 在 点 cs 工 处 ， 


Jam Ja) = (oh， 


那么 就 说 f(z) 在 点 a 处 连续 . 或 者 说 在 z = a 处 连续 . 函数 f(z) 在 属于 其 定义 域 
工 的 每 一 点 处 都 连续 时 , 称 f(z) 是 连续 函数 , 或 称 f(z) 为 z 的 连续 函数 . 

我 们 在 高 中 数学 中 已 经 学 过 了 这 个 连续 函数 的 定义 , 但 那 时 , 极限 lim f(z) 尚 
未 被 明确 定义 ,我 们 可 追溯 到 极限 的 定义 来 考虑 ， 对 于 任意 实数 e, 选取 一 个 正 实 
数 6(e), 如 果 |z 一 a| < 5(e) 时 , |f(z) 一 f(a)| < es 成 立 , 那么 我 们 就 称 f(z) 在 点 a 
处 连续 . 因为 z = a 时 , f(x) = f(a), 所 以 在 这 个 定义 中 , 就 不 需要 (2.1) 的 条 件 
0<|z—al. 
例 2.4 ”我 们 来 考察 例 2.2 的 开 区 间 (0, 1) 上 定义 的 函数 f(z). 设 a 是 0<a<1 
的 有 理 数 时 , a 可 用 不 可 约 分 数 a = q/p 表示 , 因为 f(a) = 1/p, 所 以 对 于 = = 1/2p， 
无 论 取 什 么 样 的 正 实数 5, 存在 |z 一 al < 6 的 无 理 数 z, 使 得 f(z) = 0 成 立 . 因 
此 , |f(z) 一 f(a)| = 1/p > ,所 以 f(z) 在 有 理 点 a 处 不 连续 . a 为 0<a<1 的 无 
理 数 时 , 对 于 任意 给 定 的 正 实数 6, 因为 p < 1/e 的 不 可 约 分 数 q/p (0 < gq/p < 1) 
只 有 有 限 个 , 所 以 能 够 选择 正 实数 5, 使 得 开 区 间 (a - 6,a + 6), 不 包含 任 一 满足 
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p< 1/e 的 不 可 约 分 数 9/p. 这 样 选择 5 时 , 若 满足 |z 一 a| < 5 的 z 是 有 理 数 , 则 z 
可 表示 为 p > 1/ 的 不 可 约 分 数 : x = gq/p 并 且 f(z) = 1/p. 因此 f(a) = 0, 所 以 ， 
f(z) 一 f(a)|= 1/p <e. 车 为 无 理 数 , 那么 , 当然 |f(z) 一 f(a)| = 0 < <. 不 论 哪 种 
情况 , |z 一 al < 5 时, |f(z) - 7(a)| < se, 所 以 , f(z) 在 无 理 点 a 连续 . 总 之 , f(z) 是 
在 开 区 间 (0, 1) 上 任意 有 理 点 处 不 连续 但 在 所 有 的 无 理 点 处 连续 的 函数 . 

车 j(z), g(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 连续 函数 , 则 它们 的 一 次 组 合 clf(z) + czg(z) 
(cn ca 为 常数 ) 以 及 它们 的 积 f(z)g(z) 也 是 定义 在 区 间 T 上 的 连续 函数 . 进而 , 若 对 
属于 了 工 的 各 点 m, g(z) 关 0, 则 它们 的 商 f(z)/g(z) 也 是 定义 在 区 间 工 上 的 连续 函数 . 
根据 函数 极限 的 运算 法 这 些 结论 是 显然 的 . 

在 数 轴 R 上 , z 显然 是 z 的 函数 . 因此 , z? 一 zz, z3 一 72 Zn 一 ZTZL 
是 z 的 连续 函数 , 所 以 它们 的 线性 组 合 即 多 项 式 


f(z) = co + oT™ 1 十 .十 cn 


是 z 的 连续 函数 . 除去 使 g(z) = 0 的 点 ,有理 式 f(s)/o(e) 是 连续 的 . 
设 f(z) 是 定义 在 区 间 了 上 的 函数 , 如 果 在 点 a E 了 处， 
lim © f(z) =.f(a), 


zat0 


就 称 函数 f(z) 在 点 a 处 右 连 续 , 如 果 
lim f(z) = f(a), 


za—0 

就 称 函数 f(z) 在 点 a 处 左 连续 . 当 点 a 是 区 间 工 的 左 端 时 , 例如 工 = [a,b) 时 , f(z) 
在 点 a 处 连续 , 是 指 在 点 a 处 右 连 续 . 点 a 是 区 间 了 的 右 端 时 , 也 是 同 理 . 

一 般 地 , 在 实数 集合 D 上 有 定义 的 函数 f, 以 瑟 C D 作为 DD 的 任 一 子 集 时 , 缩 
小 了 的 定义 域 到 E, 得 到 的 函数 叫做 了 在 至 上 的 限制 (restriction). 用 flB 或 fp 表 
示 . jz 是 以 已 为 定义 域 的 函数 , 当 ze BE 时, fp(z) = f(z). 

设 f(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 , J C 工 是 工 的 子 区 间 . 当 f(z) 在 7 的 限 
制 户 (z) 是 连续 函数 时 , 称 f(z) 在 区 间 J 上 连续 . 一 般 地 , 对 于 函数 的 某 个 性 质 .4， 
当 所 (Zz) 具有 A 时 , 称 f(z) 在 J 上 具有 A. 

例如 , 设 a < c < b. 如 果 在 区 间 (ab 上 , 当 a < z < c 时, 把 f(z) 定义 为 
f(z) =z, 当 c<z<b 时 ,把 f(z) 定义 为 f(z) =z 一 1 那么 f(z) 在 c 点 处 不 连续 
但 在 区 间 [c,6) 上 连续 . 因为 fo(z) 在 点 c 处 连续 , 是 意味 着 f(z) 在 c 点 处 右 连 
续 . 
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当 亡 (z) 具有 4 时 , 称 flz) 在 J 了 上 具有 .4, 这 只 限于 J C 7 是 了 的 子 区 间 , 并 
不 适用 于 任意 的 子 集 妃 c 工 例如 , 当 巨 = {a} 只 是 由 一 点 < 工 组 成 的 集合 时 , 说 
由 一 点 a 定义 的 函数 ffo}(z) 连续 等 等 是 没有 意义 的 . 

b) 连续 函数 的 性 质 

首先 , 我 们 来 叙述 高 中 数学 中 学 过 的 中 值 定理 的 严格 的 证 明 . 
定理 2.2 (中 值 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,9] 上 连续 , 并 且 f(a) 关 f(b), 那 
么 , 对 于 在 f(a) 与 f(b) 之 间 的 任意 实数 / 存在 使 得 


fo)=p, a<c<b 


成 立 的 实数 c. 
证 明 因为 f(a) < f(b) 或 f(a) > f(b), 所 以 我 们 仅 对 f(a) < f(b) 的 情况 进行 证 
明 . 此 时 , f(a) < p< f(b). 设 S 是 满足 f(z) < ,a < z <5b 的 实数 z 的 全 体 集合 . 
因为 f(a) < ,所 以 ae 5. 设 5S 的 上 确 界 为 c, 如 果 c #5, 则 存在 收敛 于 c 的 数列 
{zn}, zn e 5, 因此 f(c) = ,lim f(zn) < 人 从 而 cE SS 并且 f(c) < kh. 这 里 , 若 假 
设 f(c) < 几 因为 f(z) 是 连续 函数 , 所 以 满足 条 件 |z 一 c| < 5, f(z) < 4 的 正 实数 5 
一 定 存 在 . 因此 , 如 果 c < zx <c+56, 则 ze 5S. 这 与 c 是 5 的 上 确 界 相 矛 盾 , 所 以 
fc) = 几 口 

定理 2.2 中 , f(z) 的 定义 域 若 包含 区 间 [路 则 显然 f(z) 在 [a,4] 连续 , 即 若 
fa(z) 是 连续 函数 , 则 定理 2.2 成 立 . 这 就 是 “f(z) 在 工 上 具有 .4” 这 种 说 法 的 便 
利之 处 . 

设 f(z) 是 工 上 的 连续 函数 , 如 果 = 是 任意 给 定 的 正 实数 , 那么 对 给 定 的 每 个 点 
a ET 存在 正 实 数 5(e), 使 得 


lz 一 al<6(e) 时 ， 有 |f(z)--f(o)|<e (2.4) 


成 立 , 可 是 并 不 一 定 存在 一 个 与 a 无 关 的 5(e), 即 未 必 存在 5(e), 使 得 (2.4) 式 对 所 
有 的 a e 工 同 时 成 立 . 如 果 这 样 的 5(e) 存在 , 那么 就 说 f(z) 在 工 上 是 一 致 连续 的 . 
即 
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定义 2.3 ”对 于 任意 给 定 的 正 实数 s, 总 存在 一 个 正 实数 5(e), 使 得 当 jz 一 y| < 
6(e), Zz ET，y ET 时 , 就 有 |f(z) - f(y)| < < 成 立 , 那么 称 f(z) 在 工 上 是 一 致 连续 
的 (uniformly continuous). 
显然 , 在 工 上 一 致 连续 的 函数 在 上 是 连续 的 . 
例 2.5 考察 在 区 间 (0,1] 上 连续 的 函数 f(z) = 1/z. 这 里 , 因为 |1/z - l/al = 
lz 一 al/za. 所 以 要 使 (2.4) 成 立 , 必须 有 
a 


GB 
de) < Irea’ 


但 对 所 有 的 w 0 < a < 1 不 存在 满足 这 个 不 等 式 的 正 实数 5(e). 即 f(z) = 1/z 在 
区 间 (0,1] 上 不 是 一 臻 连续 的 . 
定理 2.3 如果 函数 在 闭 区 间 [b,d 上 连续 , 那么 它 在 该 区 间 上 一 致 连续 
证 明 设 f(z) 是 [= lb,d 上 的 连续 函数 , < 为 任意 给 定 的 正 实数 . 因为 flz) 在 I 
上 连续 , 所 以 对 于 每 点 ae 1, 存在 正 实数 ,只 要 

lz-al<56， 就 有 lf(c)- (ol <3 
成 立 . 车 Us 为 a 的 5a/2 邻 域 : 

Us=(a— 了， a+ $6), 
6 


i 


a | 


2 
则 工 被 这 个 邻 域 V0。, a < 了 覆盖 . 因为 工 是 有 界 闭 集 , 所 以 根据 定理 1.28, 了 是 紧 
致 集合 . 所 以 工 被 有 限 个 UV。 覆盖 , 即 TC LU Uo- 如 果 把 m 个 正 实数 66, /2, = 


1,2,…,m, 中 最 小 的 一 个 设 为 5, 那么 如 下 可 证 , 当 |z 一 y| < 5 时 , |f(z) -f(y)|<e 
成 立 . 事实 上 , 因为 ye 7, 所 以 y 属于 Uo 中 的 某 一 个 , ye Uo,, 即 


1 
ly — ax) < B60 


因此 
If) — flan)| < 3 


又 , 因为 |z 一 y| <5, 所 以 


1 
lz -oxrl Sle -y+ly— arl < 6+ 36 二 和 
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故 
If(a) -fon < 3 


从 而 


[a 


\f(z) ~ FI < If(z) ~ flar)| + f(ar) 一 fl<e. 


一 般 地 , 设 f(z) 是 定义 域 为 D C R 的 函数 , 如 果 存 在 属于 其 值 域 f(D) = 
{f(z)lz € D} 的 最 大 数 , 那么 就 称 它 为 f(z) 的 最 大 值 . 如 果 存 在 最 小 的 数 , 那么 就 
称 它 为 f(z) 的 最 小 值 . 当 f(D) 有 界 时 , 就 称 函数 f(z) 有 界 . 

例 2.6 ”如 果 在 区 间 (-1,+1) 上 的 函数 f(z) 定义 为 f(z) = 1/(1 一 z?), 那么 f(z) 
有 最 小 值 是 1, 但 不 存在 最 大 值 . 

定理 2.4 ”在 闭 区 间 上 定义 的 连续 函数 , 具有 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 设 f(z) 是 定义 在 工 = [b,c] 上 的 连续 函数 . 根据 定理 2.3, 因为 f(z) 在 工 上 
一 致 连续 , 因此 存在 正 实数 5, 使 得 当 |z 一 y| < 6,z ETy eT 时 , |f(z) f(y)|<1 
成 立 . 设 m 是 满足 m6 > c 一 b 的 自然 数 . 对 于 任意 ze 7 区间 [b,z] 被 m 一 1 个 点 
2Z1 T2,… ,Tm-1 分 成 m 等 分 , 并 且 令 zo = b, zm = 7, 则 


6 x 3 


1 1 
0< zk 一 Zk-1 = -0)< ne- <6 


因此 
If(zk) — f(zr-)| <1. 


所 以 
HG -sO =|D0 G0) -feed)| < DN) -foe <m. 
k=1 k=l 


故 f(z) 有 界 , 即 f(T) 有 界 . 

设 8 是 f(T) 的 上 确 界 , 则 f(z) < B. 若 假设 6 不 是 f(z) 的 最 大 值 , 则 当 z eI 
时 , 恒 有 f(z) < B 成 立 . 因此 , 若 g(z) = 1/(8 一 f(z)), 则 g(z) 也 是 定义 在 工 上 的 连 
续 函 数 . 所 以 , 根据 上 述 结果 , g(z) 有 界 , 即 存在 9(z) < 7 的 正 实数 y: 


Fy =9g(7) <7, 


因此 
f(z) <B-—>- 
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这 与 8 是 f(T) 的 上 确 界 相 矛 盾 . 所 以 , 8 是 f(z) 的 最 大 值 . 同 理 , 如 果 a 是 f(7) 
的 下 确 界 , 那么 a 是 f(z) 的 最 小 值 . 口 
定理 2.5 ”定义 在 闭 区 间 了 上 的 连续 函数 f(z) 的 值 域 f(T) 是 闭 区 间 . 

证 明 设 f(z) 的 最 小 值 是 a, 最 大 值 是 B, 取 点 wp e 7, 使 得 f(a) = a, f(6) = B. 
则 根据 中 值 定理 , 对 于 满足 a < 上 < 6 的 任意 实数 pv, 存在 实数 c 满足 f(c) = 4 
a<c< 所 以 , f(1) = [es 有 Il. 9 

当 区 间 工 未 必 是 闭 区 间 时 , 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 2.6 ”定义 在 区 间 工 上 的 连续 函数 的 值 域 f(7) 是 区 间 . 

证 明 工作 为 非 闭 区 间 来 证 明 . 把 了 用 五 C 五 C 五 C… 的 闭 区 间 列 五 , 王 , Is,… 的 
并 集 来 表示 : 工 一 Um 根据 定理 2.5, f(I%) 是 闭 区 间 , f(11) Cc f(12) Cc f(13) C 


并 且 f(7) 是 这 些 闭 区 间 的 并 集 . f(7) = D fC), 所 以 f(7) 是 区 间 . 口 


复合 函数 ”一般 地 , 在 DC R 上 定义 的 函数 了 的 值 域 f(D), 包含 于 函数 9 的 定义 
域 时 ， 


h(x) = g(f(7)) 

叫做 了 和 9 的 复合 函数 , 把 hh 用 gof 表示 . 

设 f(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 z 的 连续 函数 , g(y) 是 定义 在 区 间 了 上 的 y 的 连 
续 函 数 . 如 果 f(1) C 小 那么 , 复合 函数 g(f(z)) 在 工 上 连续 . 这 很 容易 验证 . 事实 
上 ,车 a eb= f(o), 则 lim f(z) = 6, lim g(y) = 9(0), 所 以 lim g(f(2)) = g(f(0)). 
注 当 9(y) 不 连续 时 , 即使 im f(z) = 5b, lim g(y) = 也 未 必 有 lim g(f(z)) = 
例 2.7 虽然 我 们 将 在 后 面 论述 三 角 函 数 , 但 在 这 里 , 我 们 通过 灵活 运用 高 中 数 
学 中 学 过 的 sinz, 来 如 下 定义 R 上 的 函数 f(z) 和 g(z): f(0) = 0, 而 = 关 0 时 ， 
f(z) = zsin(r/z)i g(0) = 0, 而 z 头 0 时 , g(z) = 1， 因为 |f(z)| < |zl, 所 以 
Jlim f(z) = 0， 因此 f(z) 是 R 上 的 连续 函数 ， 又 当 0 < |z| 时 , g(z) = 1 所 以 
lm g(z) =1. 当 z=1/m,m 为 非 0 整数 时 , f(z) =0. 

否则 , 因为 f(0) 关 0, 因此 当 z=1/m 时 , g(f(z)) = 0, 当 zm,m= 
土 1, 士 2, 士 3,… 时, g(f(z)) = 1. 所 以 lim g(f(z)) 不 存在 . 

c) 单调 函数 和 反 函 数 

对 属于 f(z) 定义 域 的 任意 两 个 数 z, y, 如 果 当 z <y 时 ,有 f(z) < f(y), 那么 
称 f(z) 为 单调 递增 (monotone increasing); 如 果 当 z <y 时 , 有 f(z) > f(y), 那么 称 
f(z) 为 单调 递减 (monotone decreasing). 把 单调 递增 或 单调 递减 的 函数 通称 为 单调 
函数 . 

一 般 地 , 对 属于 定义 在 D Cc R 上 的 函数 了 的 值 域 f(D) 的 每 个 实数 y, 存在 唯 
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一 的 ze DD 使 得 f(z) =y 成立 时, 即 对 每 个 y 存在 唯一 的 z 与 之 对 应 , 这 种 对 应 叫 
做 f 的 反 函 数 , 并 用 广 : 表示 . f-! 的 定义 域 是 f 的 值 域 f(D), 广 :1 的 值 域 是 f 的 
定义 域 D, 显然 , 单调 函数 具有 反 函 数 . 

定理 2.7 ”定义 在 区 间 上 的 连续 单调 递增 (递减 ) 函数 的 反 函 数 , 是 定义 在 区 间 上 
的 连续 单调 递增 (递减 ) 函数 . 

证 明 设 f 是 定义 在 区 间 了 上 的 连续 单调 递增 函数 . 根据 定理 2.6, f 的 反 函 数 f-? 
的 定义 域 4 = f(1) 是 一 个 区 间 . 任 选 两 点 z,a e 了 并 且 y = f(z), b= f(a) 时 , 因 
为 了 单调 递增 , > > a, 那么 y > b. 所 以 如 果 y < 5b 那么 z= f(y) <a= (6). 
即 广 ! 是 单调 递增 函数 . 要 证 明 广 : 连续 , 假设 广 : 在 一 点 be 4 上 不 连续 , 则 对 
于 某 个 正 实数 。 及 任意 自然 数 n, 存在 yn < 4, 使 得 


一 中 < 寺 Im 一 六 (oO >e 


成 立 . 若 令 zn = f71(yn), a 二 /1(b), 则 |zn 一 o| >e, 即 zn<a-e 或 zn 之 a+e， 
因此 f 是 单调 递增 函数 . 所 以 , yn = f(zn) < f(a 一 6) 或 yn = f(zn) > f(a+e). 因 . 
为 f(a) = 是 所 以 < f(a 一 6) < 或 如 > Ja+ej> 虽 这 与 lm nm =b 相 外 
盾 . 口 

对 属于 定义 域 的 任意 两 个 数 zy, 当 z <y 时 , 有 f(z) < f(y), 则 称 f(z) 为 单 
调 非 减 的 (monotone non-decreasing); 当 z <y 时 , 有 f(z) > f(y), 则 称 f(z) 为 单 
调 非 增 的 (monotone non-increasing). 

d) 取 复 数值 的 连续 函数 

属于 区 间 了 的 每 个 实数 x 都 分 别 对 应 一 个 复数 w 把 这 种 对 应 f 叫做 定义 在 
Z 上 的 取 复 数值 的 函数 , 根据 f 对 应 于 z 的 复数 w 叫做 了 在 > 上 的 值 , 并 用 f(z) 
来 表示 . 把 z 看 成 以 工 为 定义 域 的 变量 时 , 称 w = f(z) 是 实 变量 z 的 取 复 数值 的 
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函数 . 当 f(z) 没有 强调 必须 取 复 数 时 , 把 f(z) 叫做 函数 . 
设 f(z) 是 定义 在 工 上 的 取 复 数值 的 函数 . 对 于 了 上 的 一 点 a， 


lim |f(z) -flal=0 
时 , 称 f(z) 在 点 a 处 连续 . f(z) 在 工 的 任意 点 都 连续 时 , 称 f(z) 在 工 上 连续 或 称 
f(z) 是 连续 函数 . 若 表 示 为 

f(s) = us) + iv(s), ue) = Ref(s), vo) = Info 
则 

Hg-Jol= VI) — wa + ot) — va), 

所 以 lim lf(z) - Ja)l = 0 等 价 于 lim ulz) = ula) 并 且 Jim v(z) = va) 成 立 . 因 
此 , f(z) 连续 等 价 于 取 实数 值 > 的 两 个 函数 vtz) 和 v(z) 同时 连续 
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在 本 节 , 我 们 将 对 在 高 中 数学 中 学 过 的 指数 函数 和 对 数 函数 进行 严格 的 论述 . 

a) n 次 方 根 , 有 理 指数 的 柔 方 

正 实数 全 体 集合 用 R+ 来 表示 , 即 R+ = (0, +o0). 当 n 取 自然 数 时 , f(z) = 2" 
是 定义 在 R+ 上 的 连续 单调 递增 函数 .根据 定理 2.6, f 的 值 域 f(R+) 是 一 个 区 
间 , 显然 f(R+) C R+. 又 车 z < 1, 那么 zx" < zi 若 z > 1, 那么 z" > z, 因此 
slim, f(z) = 0, lim, f(2) = +o0. 所 以 f(R+) = R+. 因此 根据 定理 2.7, f 的 
反 函 数 广 ! 是 定义 在 R+ 上 的 连续 单调 递增 函数 . 对 实数 ze R+, 把 广 !(z) 叫 
做 z 的 n 次 方 根 , 记 为 zy" 或 Vz. 因为 广 !(R+) = R+, 所 以 sims" =0, 
.有 oa 一 to 

于 是 , 验证 了 正 实数 z 的 ne 次 方 根 zl/" 的 存在 性 . 基于 此 , 对 有 理 数 7 = gq/n,n 
为 自然 数 , q 为 整数 时 , x 的 次 方 定义 为 

Zr = (z9)1/". 
z" 又 叫做 > 的 乘 方 . 如 果 设 p/m = q/n, mm 为 自然 数 , Pp 为 整数 , 那么 
(pg 一 2 一 2 一 ((z9)M)mn， 


显然 z" 不 依赖 于 的 分 数 表示 q/n 的 选择 . z" 是 定义 在 R+ 上 的 z 的 连续 函数 . 
对 于 任意 两 个 分 数 "= p/m, s = q/n, 因为 


((znp+mgjImmjmm 一 pnptma 一 TnPTmd 一 ((ZP)I/m(z9)I/n)mn 


2.3 ”指数 函数 和 对 数 函 数 ”73 


所 以 (zr+s)mn = (zrzs)mm, 因此 


ae 


同 理 , 可 得 
ee 
对 两 个 正 实数 z,y, 同样 可 以 验证 下 式 
(or = wy 
成 立 . 
b) 指数 函数 
给 定 一 个 a > 1 的 正 实数 w 并 且 把 or 看 成 定义 在 Q 上 的 + 的 函数 , 因为 1/" 


是 z 的 单调 递增 函数 , 所 以 若 分 数 > = q/n 是 正 数 , 则 zr = (zw)W" 也 是 x 的 单调 
递增 函数 . 因此 , 若 r > 0, 则 ar > 1r = 1. 所 以 当 r > s 时 ， 


ao 一 0 一 as(ar 一 1) >0. 


即 ar 是 的 单调 递增 函数 ， 从 而 fo/n} 是 单调 递 大 数列 , 并 且 at/ > 1 因此 
{aa/n} 有 下 界 .所以 根据 定理 (1.20) 的 (2), 数列 fat/n} 收敛 于 其 下 确 界 w 虽然 
a > 1 但 对 于 所 有 的 mw 因为 at" > mw 所 以 > on. 若 w > 4 可 得 im an = +oo， 
产生 矛盾 . 例如 , 根据 二 项 式 定理 ， 


=Q+e-Dn=1+( De-D+…>1+nta+Dy 
因此 , 显然 有 iuar = +o0. 所 以 a=1, 即 


Jim, al/n =1. | (2.5) 
为 了 把 定义 在 Q c R 上 的 单调 递增 函数 ar 扩展 为 定义 在 R 全 体 上 的 函数 ， 

对 无 理 数 &, 定义 a 为 有 上 界 的 集合 {orlr < Sr e Q} 的 上 确 界 : 

at= sup ar. 

r<éreQ 

这 样 在 R 全 体 上 定义 的 > 的 函数 az 是 连续 单调 递增 的 函数 . 要 验证 这 一 点 , 我 们 
用 z,y 表示 实数 , r,s 表示 有 理 数 , 6,7 表示 无 理 数 . 若 r < &, 则 存在 满足 r<s<# 
的 s, 所 以 ar <as < as. 车 & <7, 则 存在 满足 <s<r 的 s, 所 以 <as<ar. 若 
<n 则 存在 满足 < r < 的 "7, 所 以 ,af < or < ar7. 于 是 , a? 是 z 的 单调 递增 函 
数 . 
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对 给 定 的 一 个 实数 6, 如 果 s <r < 6, 那么 
or 一 ao 一 ar(ar 一 一 1) < ap(or 一 一 1). 


任意 给 定 正 实数 <, 根据 (2.5) 式 , 存在 自然 数 n 使 得 ae(al/" - 1) < = 成 立 . 取 其 
中 一 个 设 为 n(e), 并 设 5(e) = 1/n(e), 若 当 s<r< PB,r-s< 6(e) 时， 四 


ar 一 as < ap(ar- 一 1) < ap(a5le) -1) < e. 


如 果 y<z<Bz-y<g5(e), 那 么 存在 满足 s<y<z<r<pr-s<gle) 的 rs， 
所 以 

az 一 ay <ar 一 as <E. . 
即 , 只 要 lz- 名 < 6(e), z < b, y < 6B, 就 有 la” 一 av| <。 成 立 . 这 表示 z 的 函数 
a? 在 区 间 (00,B) 上 一 致 连续 , 由 于 8 是 任意 实数 . 所 以 oz 在 R=(-o0,-+o0) 上 
连续 . 

于 是 , 当 a > 1 时 , 对 于 任意 实数 z, 我 们 已 经 定义 了 az, 但 当 o = 1 时 , 定 
义 二 =1; 当 0 < a <1 时 ,定义 ar = (1/a)“*， 当 等 于 有 理 数 7 时 , 因为 
(1/q) = (a71)-" = oa" 所 以 此 新 定义 的 az 与 原来 的 ar 是 一 致 的 . 当 a 是 不 等 于 
1 的 正 实数 时 , 把 az 叫做 以 a 为 底 (base) 的 指数 函数 (exponential function). 

如 上 所 证 明 , 当 a > 1 时 , 指数 函数 az 是 定义 在 R 上 的 z 的 连续 单调 递增 函 
数 . 并 且 Jim, an = +00, im a™ = 0, 所 以 im az = 十 oo， slim, az = 0. 因此 ， 
根据 定理 2.6, az 的 值 域 是 R+ = (0,+oo). 当 0<a< 1 时, az = (1/a)-? 是 定义 在 
也 上 的 连续 单调 递减 函数 , 其 值 域 是 R+ = (0, +oo). 

对 于 任意 的 实数 z,y, 如 果 {rm}, {sn} 分 别 是 收敛 于 z,y 的 有 理 数列 ， 


(Gar) = arme. 
因此 oz 是 x 的 连续 函数 , 所 以 ， 
(ojm = lim (are = im am 一 ore 
Ce eh 
即 
(os = (oo)” = os. 


同 理 可 以 验证 


az+3 一 aray, (4b)” = azbz. 
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从 而 oz = (a/bz 姑 ,所 以 


一 、 
SIS 
Re 
四 
TI 


正 实数 Qa 给 定时 , z2 是 定义 在 R+ = (0, 十 00) 上 的 的 连续 单调 递增 函数 . 并 且 
.部 too 基 m 一 
证明 设 7,s 是 满足 r<a<s 的 有 理 数 , 当 z > 工时 ,zr <zc <zs?, 当 z<1 
时 , 2" > ze > z% 并且 z* 是 z 的 连续 函数 ,因此 lim z" = 1, lim z* =1. 所 以 ， 
lim zc =1. 


了 一 1 


于 是 , 对 任意 的 ce R+， 


即 函数 ze 在 R+ 的 各 点 a 处 连续 . 因此 , ze 是 R+ 上 z 的 连续 函数 . 

当 z>1 时 ,ze >z0=l 当 z<y 时 ,ye/ze = (y/z)* > 1 因此 , zc < yc. 即 
ze 是 z 的 单调 递增 函数 . 另 一 方面 , 对 于 任意 Ee Rt+, 令 z=61/9, 则 2 =6 函 
数 ze 的 值 域 R+ = (0,+oo). 所 以 , 必 有 Jim, 2° = +oo lim 2° =0. 口 

当 a 为 负 实数 时 ,ze = 1/z ”是 定义 在 R+ 上 的 z 的 单调 递减 函数 , 并 且 -imp 。 
z° =0, lim2° 一 十 oo. 

把 z 的 函数 z* 叫做 寡 函 数 
例 2.8 设 a,k 为 a>1,k>0 的 实数 时 ， 

,lim, 所 = +o6. (2.6) 

这 是 1.5 节 例 1.2 的 扩展 . 

[证 明 若 令 b = al 则 5> 1 并 且 az/zx = (b*/z)*. 所 以 只 须 证 明 pe/ 
z= +oo 即 可 .对 于 z, 设 n 是 满足 n<z<n+1 的 自然 数 , 则 居 -"> b=1, 所 以 


故 当 z 一 +oo 时 , n 一 +oo， 又 根据 1.5 节 例 1.2, 因为 0 
ip b*/z = 十 oo. 


以 e= 三 lm 为 底 的 指数 函数 er 是 重要 的 函数 不 指定 底 时 所 说 的 指数 函 
数 一 般 部 是 指 以 。 为 底 的 指数 函数 =，er 表示 为 
= lm (+2)" : (2.7) 
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要 证 明 这 个 结论 , 首先 证 明 ee 
e= lim (1+7#) (2.8) 


成 立 . 根据 (1.17) 式 


对 于 取 满 足 n<t<n+t1 的 自然 数 n, 则 
(ra) < Ct) < +), 
当 t 一 十 oo 时 , n 一 十 oo, 并 且 


0+2) -bm 0+1) +1) =6 


lim (+ 二 =e 


nmo0 n+l 


所 以 ，lim (1 +I/t = e. 其 次 , 验证 


toa 


同 理 


-3 on 
若 设 (1 一 1/t)-! = 1+ 1/s, 则 通过 简单 计算 可 得 s = t 一 1. 所 以 , 当 t 一 十 oo 时 ， 
8 一 +oo. 因此 ， 不 六 和 
-于 (+5) =。 
于 是 , 当 z > 0 时 , 若 令 s = tz, 因为 指数 函数 wz 是 v 的 连续 函数 , 所 以 
be 
当 z<0 时 , 若 令 z= 一 y, s=ty, 则 1/t=y/s. 因此 
(+ 


所 以 (2.7) 式 成 立 . 
根据 (2.7) 式 和 (1.23) 式 ， 可 得 指数 函数 的 每 级 数 表示 ， 


=). (2.10) 
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对 它 进行 扩展 , 对 于 任意 的 复数 z, 利用 等 式 (1.23), 把 “e 的 z 次 方 ” 定义 为 


+) -总 eu 
c) 对 数 函数 
给 定 一 个 正 实数 a,a 关 1, 指数 函数 f(z) = a 是 定义 在 及 = (-o00,+o0) 上 的 
连续 单调 函数 , 其 值 域 f(R) 是 R+ = (0,+co). 所 以 , 根据 定理 2.7, f 的 反 函 数 广 : 
是 定义 在 R+ 上 的 连续 单调 函数 . 我 们 把 这 个 反 函 数 f-1(z) 用 log。 z 来 表示 , 把 它 
叫做 以 a 为 底 (base) 的 对 数 函 数 (logarithmic function). log。z 在 a > 1 时 是 单调 递 
增 的 , 在 0 < a < 1 时 是 单调 递减 , 其 值 域 是 R. 
根据 定义 , 等 式 loga x = é 与 z = %# 等 价 . 由 此 , 我 们 可 以 导出 高 中 学 过 的 下 
列 公式 : 
loga(TYy) = loga 7 + loga Y, 
loga ( 纪 一 logoy 一 logo 
log。(z) = Xlogoz， 和 MER. 
车 logaz =&, 则 z=ak. 车 两 边 都 取 以 5 为 底 的 对 数 , 则 logsz =&logsa, 即 


log, 7 = logs a * loga £. (2.12) 
以 e= 》 1/ml 为 底 的 对 数 log。z 叫做 自然 对 数 . 自然 对 数 log。z 可 以 省 略 底 。 简 
n=0 
写成 Inz. lnz 是 zx 的 单调 递增 函数 , 并 且 slim nz = +o0, lmInz = 一 0o. 
例 2.9 ip oz/inz = 十 oo. 
[证 明 根据 例 2.8, 因为 lim ee:/t = +oo, 若 令 z= et, 则 


四 2 _ 纪 
i n 
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我 们 在 高 中 数学 中 已 经 学 过 , 在 平面 R? 上 , 以 原点 O = (0,0) 为 中 心 , 以 1 为 
半径 , 画 一 个 圆周 Ci, 在 C1 上 取 一 个 点 已 = (c, s), 如 果 半 径 OP 与 z 轴 的 正方 向 
所 成 的 角 为 9, 那么 点 P 的 坐标 c, s 分 别 表示 为 c= cosb,s = sin9, 我 们 把 sng 叫 
做 9 的 正弦 (sine), 把 cos9 叫做 9 的 余弦 (cosine). 我 们 在 尝试 着 给 sin0 和 cosg 
以 明确 定义 时 , 遇 到 的 最 大 的 困难 就 是 角 的 定义 .在 高 中 数学 中 , 角 的 概念 是 我 们 
从 小 学 以 来 自然 而 然 地 体会 到 的 , 但 通过 分 析 , 明确 地 阐述 它 并 不 是 一 件 容易 的 事 
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(关于 角 的 严格 的 处 理 , 请 参考 弥 永 昌吉 的 《几何 学 序 说 》). 在 本 节 中 , 角 6 是 表示 
平面 的 旋转 量 的 实数 , 从 这 一 角度 我 们 来 阐述 sin9 和 cos9 的 严格 定义 . 


考察 准备 ”如 在 高 中 学 过 的 , 矩阵 | gy ] 确定 的 一 次 变换 ， 


sing cosb 
| 再 | cos0 一 sing 多 (2.13) 
y y sing cosb y 
二 下面 Re 上 原点 0 为 中 心 的 入 的 放 转 若 1- | ) .| | 


cosb 一 sinb 
sing cosb 


-| | A 0 j== 

1 0 1 0 0 -1 

所 以 , 代数 上 可 以 看 作 ,= i = V-1. 与 此 对 应 , 把 R? 看 作 复 平面 C, 若 设 e(9) = 
cosbg +ising, z=Z+iy, z =z +iy, 则 


| = cos0 + .sing, 


z=c0s0:7— sing.y, 
y=sing:7+cos0.y, 


所 以 
z =e(0) :z+ie(0) .y= e(0):z, 
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即 , 旋转 (2.13) 式 可 以 表示 为 
zz =e(0) .zx 


在 这 里 , |e(9)|? = cos20 + sin26 = 1. 
a) 平面 的 旋转 
虽然 在 上 面 我 们 把 sin0, cos9 作为 已 知 , 旋转 表示 成 了 z 一 x = e(9) x, 但 是 
我 们 的 目的 就 是 为 了 重新 对 sinb 和 cos9 进行 严格 的 定义 . 让 我 们 暂时 忘掉 sinb 
.和 cosb 对 绝对 值 等 于 1 的 任意 复数 e=c+is, le? = c +s2 一 1 可 以 把 C 到 C 
的 变换 : 
Re:z—2 =e:z (2.14) 
定义 为 以 O 为 中 心 的 复 平面 C 的 旋转 . 变换 R。 实际 上 也 具有 “旋转 ” 的 性 质 , 这 很 
容易 进行 验证 . 首先 0 = e :0, 即 R。 不 变动 原点 O. 若 z = ez WU = ew, 则 
lz 一 w= |z 一 wl, 即 Re 不 改变 C 上 两 点 的 距离 . 车 xz = e.z, 则 |z| = |z|, 即 把 
C 作为 以 O 为 中 心 的 任意 的 圆周 时 ，R。 是 把 C 上 的 点 z 移动 到 C 上 的 点 z'. 并 
且 此 时 , 若 C 的 半径 为 7, 则 |z 一 z=|e 一 llr, 即 z 与 z 的 距离 仅 由 C 决定 , 而 不 
依赖 于 C 上 的 点 z 的 位 置 . 
如 果 合 成 二 次 旋转 后 的 R。 与 Ry, 则 
成 立 . 这 显然 由 "车 z=e:z, 邓 = 二 fz 则 2" = fez 可 得 . 


RroRe = Rye 


2 


ke Bx 


为 了 使 “旋转 的 量 用 称 为 角 的 实数 来 表示 , 对 应 于 任意 的 实数 9, 存在 角 9 的 旋 
转 Relo) : z 一 z' 二 e(0) .2 首先 必须 存在 一 个 关于 9 的 定义 在 数 轴 RR 上 的 绝对 值 
为 1 的 复数 值 函 数 e(6). 若 说 “9 表示 旋转 Relo) 的 量 ", 则 对 应 两 个 实数 0, y 的 和 
9+9 的 旋转 Re(e+y) 必定 是 Rele) 与 Re(w) 的 合成 : Rele)。 Re 即 


Rele+rep) = Re) ©° Re(y)- 
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对 于 函数 e(9), 因为 Rele) 。Re(y) = Re(e)e(w), 所 以 必 有 
e(9 + ) = e(0)e(). 
又 对 任意 的 旋转 Re, 当 “ 其 角度 ” 设 为 9 时 , 应 表示 为 Re = Rele), 所 以 函数 e(0) 的 
值 域 必定 是 单位 圆周 : {e e Cllel = 1}. 进而 , e(9) 必然 是 9 的 连续 函数 . 
反之 , 设 e(0) 是 以 RR 为 定义 域 , 以 {e s Clle| = 1} 为 值 域 的 连续 函数 , 若 存在 
满足 以 下 条 件 
e(0+y)=e(0):e(y), 0€ER, veR (2.15) . 
的 e(0), 则 我 们 把 Re(o) : z 一 z= e(9) . z 定义 为 角 9 的 旋转 . 
暂且 假设 存在 这 样 的 实数 e(9), 那么 e(9) 是 个 什么 形式 的 函数 呢 ? 首先 , 在 
(2.15) 式 中 , 车 令 p = 0, 则 e(9) = e(9) . e(0), 所 以 ， 
e(0)=1. 


又 , 若 令 p= 一 0, 则 1=e(0) =e(9).e(-9), 所 以 


e(-0) = 南 = a0). (2.16) 
其 次 , 对 任意 的 自然 数 mw 根据 (2.15) 式 , 可 得 e(nb) = e(0) e((n 一 1)9), 所 以 
etng) = e(0)", (2.17) 
因此 ， Ra 
“=e(#) 
因为 e(0) 是 9 的 连续 函数 , 并 且 e(0) = 1, 所 以 只 要 给 定 一 个 实数 9, 9 关 0, 就 有 
‘Jim, e(0/n) = 1, 因此 , 若 令 
e(9 =1+on, 


则 
e(0) = (1+on)" = lim (1 + on)", lim on =0. 
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如 果 对 于 一 个 非常 大 的 自然 数 ” 把 它 很 微小 的 旋转 e(9/n) 的 旋转 量 9/n 用 圆 弧 


SN 
14(0/%) 的 长 度 来 测量 , 虽然 “ 圆 弧 的 长 度 * 尚未 定义 , 但 on 大 致 等 于 i9/n. 即 考虑 
为 
on = 3(i0+7m), Jam 一 0 


因此 , 我 们 可 以 很 容易 得 出 下 式 

el0) = ,lim ma (1+ a + 全 ) 
引 理 2.1 对 于 复数 列 {zn} 如 果 lim,zn 一 0, 则 lin, (1+ 乞 ) =1 
证 明 因为 (%) 去 < 高 所 以， 根据 二 项 定理 可 得 


[OED 


根据 假设 ,lim |zn| = 0, 所 以 ,lim (el**l 一 1) =0. 因此 , lim (1+zn/m)"=1， 口 
因为 


n 


ln 1 


| < 


i0 Th i0 Xe We] 
It+ 委 1+) (+ 各 )， m= 
并 且 ,lim_ 7 =0, 因此 lim zn = 0. 所 以 根据 引 理 2.1， 


A 


这 样 , 函数 e(9) 具有 如 下 形式 
“=e +) 
于 是 , 基于 这 种 想法 , 把 e(0) 重新 定义 为 
e(0) = lim (1+ 六 (2.18) 


下 面 证 明 这 个 e(0) 是 绝对 值 为 1 的 关于 6 的 复 值 连 续 函 数 并 且 满 足 条 件 (2.15) 式 . 事 
实 上 , 我 们 已 经 在 (1.23) 中 证 明了 (2.18) 式 右边 的 极限 的 存在 性 , 首先 , 根据 引 理 
2.1, 


leOP = lim |1+ 全 = Jim (1+ 5) =1. 
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其 次 , 因为 
e(g)e(p) = Jim (1+ 2 (1+2 we) , 
车 令 几 =9+yp, 则 


++ 和 =1+ 芝 -党 =(1+ 守 (+ 多 


这 里 ,= -9p/n(1+ 访 / 罗 . 根据 引 理 2.1, 因为 lim.(1+ 加 /m)" = 所 以 


eg)etp) = Jim (1+ 弄 ) =e(W) =el0+9). 


即 函 数 e(b) 满足 条 件 (2.15) 式 . 要 证 明 e(b) 是 9 的 连续 函数 , 根据 (2.15) 式 可 得 


le(0) — e(y)| = le(p)(e(0 — »#) — 1)|= le(0 — 9»)—1), 


所 以 , 只 须 证 明 
Jimle(0) —1=0 


成 立 , 根据 (1.23) 式 ， 


oo 
(i0)™ 说 Ff i 0 
0)=1+ 1+ 下 - 责 - 机 + 机 + 
一 


所 以 , 若 令 |9| < 1, 那么 


ko-1< 二 全 < 奔 m=- 


因此 ,jim |e(0) 一 11=0, 所 以 e(0) 是 9 的 连续 函数 . 
el0) 的 实数 部 表示 为 c(0), 虚数 部 表示 为 s(0), 即 


e(0) = c(0) + is(0), 


c(0) 和 s(0) 是 9 的 连续 函数 , 并 且 c(9)2 + s(9)2 = 1, c(0) =1,s(0) = 
为 
{ c(0 + 9) = c(0)c(p) — s(0)s(p), 
s(0 + 9) = c(b)s(p) + s(0)e(p). 
根据 (2.19) 式 


4 人 


Ca 


2 
cg) 1 一 全 + 全 -和 +…， 
过 于 


Er 


(2.19) 


0, (2.15) 式 成 


(2.20) 


(2.21) 
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当 0<6 和 1 时 , {92"/(2n)!} 是 收敛 于 0 的 单调 递减 数列 , 所 以 根据 定理 1.23， 


本 :二 
c(g) >1 一 豆 > 到 


同 理 , 当 0<b< 1 时 , 则 


9 02\ 5 
s(0) >0- 宙 =0(1-) > 8 


当 0< yp <y< 1 时 , 若 令 9=V 一 9, 则 s(0) > 50/6 > 0,c(9) = V1 一 s(0)7 <1, 
c(p) > 1/2, s(p) > 0. 所 以 根据 (2.20) 式 ， 


cP) —c(b) = c(p) — ce(0)c(p) + s(0)s(p) > 0. 


即 , c(0) 在 闭 区 间 [0,1] 上 是 9 的 单调 递减 函数 . 因此 s(0) = V1 一 c(0)3 是 单调 递 
增 函 数 . 因为 ((1 + 让 /V2)? =i, 所 以 令 


-_ 1+i 
Vi= 万 - 
因为 s(0) = 0, s(1) > 5/6 > 1/V2, 所 以 根据 中 值 定理 (定理 2.22), 存在 唯一 的 满足 
条 件 s(7) = 1/V3 的 实数 7,0 < 7 < 1. 这 个 实数 的 4 倍 用 zt 表示 : x = 4y. 这 是 
从 我 们 的 立场 给 出 的 r 的 定义 . 我 们 将 在 后 面 证 明 2r 等 于 半径 为 1 的 圆周 的 长 度 . 
因为 7 = r/4,s(r/4) = 1/V2 因此 c(r/4) = 1/V2 从 而 


. 国 - 


在 闭 区 间 [0,rx/4 上，s(9) 单调 递增 ，c(9) 单调 递减 , 并 且 s(0) = 0，s(r/4) = 
1/V2,c(0) =1, c(r/4) = 1/V2. 
当 zx/4 < 9< nf2 时 , 若 令 p= 二 9 一 nx/4, 则 根据 (2.20) 式 ， 


00) = 孝 ((9) 一 sp)， a(0) = 支 (C0) +s(p)) 


因此 c(b) 在 闭 区 间 [x/4, 7/2] 上 单调 递减 , 并 且 c(r/2) = 0; s(9) = V1 一 c(0) 是 单 
调 递增 的 , 并 且 s(r/2) = 1. 所 以 , 在 闭 区 间 [0,r/2] 上 , c(9) 单调 递减 ,并且 c(0) = 1， 
c(r/2) = 0; s(9) 单调 递增 , 并 且 s(0) = 0,s(rV2) = 1. 当 z/2< 9< x 时 ,根据 (2.20) 


» 
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c(g) = -s(@ 3), s(0) = c(0— 3), 
所 以 , 在 闭 区 间 [x/2,7] 上 , c(9) 和 s(9) 都 是 单调 递减 函数 , 并 且 c(r) = -1s(r) = 0. 


0 8 n 
结果 , 在 闭 区间 [0,] 上 , c(9) 单调 递减 , 并 且 c(0) = 1, c(m) = -1, 在 开 区 间 
(0,m) 上 , s(9) > 0. 因此 , 点 9 在 闭 区 间 [0,zj 上 从 0 到 x 向 右 移动 时 , 即 
e(9) = c(0) +is(0) 
是 把 单位 圆周 C = {e s Clle| = 1} 的 上 半 部 分 沿 着 逆 时 针 方向 , 从 1 移 到 -1, 在 


闭 区 间 [, 2] 上 是 
e(0) = e(r)e(9 一 rr) = e(0 — 7) 
即 点 9 在 从 x 到 2x 向 右 移动 时 ，e(9) 是 把 C 的 下 半 部 分 , 从 -1 移 到 1， 所 以 
对 应 的 9 一 e(9) 给 出 了 区 间 [0,27) 与 圆周 C 之 间 的 一 一 对 应 .因此 , 函数 e(9) 
的 值 域 是 C. 又 e(9) = 1 成 立 的 最 小 正 实数 9 是 2x， 对 于 任意 的 整数 m, 因为 
e(2mn) = e(27)™ = 1, 所 以 ， 
e€(0 + 2mr) = e(0). 


即 e(0), 或 c(0) 和 e(0) 是 以 27 为 周期 的 9 的 周期 函数 . 


b) 圆 级 的 长 度 

设 少 是 满足 条 件 0 <W< 2r 的 实数 , 把 对 应 于 闭 区 间 [0, 如 的 C 的 子 集 : 
pas 
le(y) = {e(O)I0 < 0 < »} 


一、 
叫做 圆 弧 . 在 此 , 我 们 来 证 明 少 等 于 圆 弧 le(y) 的 长 度 . 为 此 , 首先 必须 定义 圆 弧 的 


长 度 . 在 区 间 [0, 儿 内 , 取 满 足 条 件 


0=00<0 < < 1<O <Omn=Y 
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的 多 个 点 90, 1,…, 0k，,…,bm, 在 圆周 C 上 把 连接 点 e(bk) 与 e(pk-1) 的 线段 设 为 

Lk, Lk 的 长 度 设 为 lx, 并且 把 ,La,…, Lk,…,Lm 顺 次 连接 起 来 组 成 的 折线 设 为 

工 , 则 工 的 长 度 为 1 二 》)i. 折线 工 的 长 度 1 由 4 = {00,91,…,9k,…, Om} 而 定 . 
k=1 

所 以 把 1 写成 la. 如 果 4 S 4', 则 显然 有 la < La. 把 圆 弧 fe 的 长 度 定 义 为 对 

应 于 所 有 选择 方法 4 的 4 的 上 确 界 : 


-一 、 
le(y) 的 长 度 = supla. 


AR 
在 这 个 定义 中 , 变量 9 只 是 为 了 指定 圆 弧 le(%) 上 各 点 的 顺序 而 采用 的 . 
要 证 明 儿 = supla, 只 须 说 明 对 任意 给 定 的 正 实数 s, =s < 1, 存在 一 个 正 实数 
6(e), 只 要 
0k — Ok-1| < 5(e), k= 1 2……pm， (2.22) 
就 有 
lla—-yl<e 
成 立即 可 . 事实 上 , 如 果 4 GE A', 那么 la < ls, 因此 即使 仅 限于 满足 条 件 (2.22) 式 
的 4, 上 确 界 supla 也 不 会 改变 . 所 以 ， 


lsupla — |<e, 
a 


并 且 , 因为 < 为 任意 的 正 实数 , 所 以 supla = 
因为 e(0k) - e(Ok-1) = e(Ok-1)(e(Ok 一 Ok-1) 一 1), 所 以 


le = le(0x) — e(Ok-1)| = le(Ok — Ok-1 — DI. 
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于 是 ,以 0<9<5<1 来 看 le(9) 一 1|, 根据 (2.19) 式 ， 


< -1=i0+ 
n=2 ‘ 


因此 , 若 令 
e(0) —1= i0(1+ 7p), 
则 
n= |S e|<)"-<e 
所 以 ， 


0(1—56) < le(0) —1| < 0(1+6), 
因此 , |0k 一 0k-1| < 5 大 = 1,2,…,m, 那么 


(Ok — OF-1)(1—6) < < (Ok — Or-1)(1 + 6). 


因为 14 二 te 少 二 党 (Ok 一 0e_1), 所 以 
k=1 1 
V0 -6) <1a < W146), 
因此 ， 
la 一 台 <WS2r6. 
故 , 若 令 5(e) = c/2m 则 当 4 满足 条 件 (2.22) 式 时 ， 


lla—-y<e. 


于 是 , 等 于 圆 弧 fe ) 的 长 度 . 特别 地 , 这 证 明了 2x 等 于 半径 为 1 的 圆周 C 的 长 
度 . 
c) 三 角 函 数 
基于 以 上 结果 , 对 于 任意 的 实数 0, 把 变换 


Rele) :2— 2 =e(0)z 


定义 为 以 平面 原点 O 为 中 心 的 角 9 的 旋转 , 9 叫做 线段 0z' 与 0z 形成 的 角 , s(0) 叫 
做 角 9 的 正弦 , c(9) 叫做 角 9 的 余弦 , 并 且 分 别 用 sin bg, cos9 来 表示 : 
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z 


sin0 = s(0), cosb = c(0). 


至 此 , 我 们 严格 地 定义 了 三 角 函 数 sin9, cos9. sin 9, cos9 的 主要 性 质 已 经 在 上 
述 定义 的 过 程 中 证 明了 . 即 sin 9, cos9 是 定义 在 数 轴 R 上 的 9 的 连续 函数 , 并 且 是 


以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 
cos20 十 sin20 = 1. 


又 根据 (2.16) 式 , 因为 e(-9) = e( 加 , 所 以 


cos(—0) = cos0, sin(—0) = ~ sinO. 


(2.20) 式 即 加 法 定理 是 : 


cos(9 十 bp) = cosgcosp — sinb siny, 
sin(0 + 9) = singcosp + cos0 sin yp. 


车 采用 (2.11) 式 的 记 法, 则 
c(0) + is(0) = e(0) = et2， 


所 以 
cos0 +ising = ei9. 
进而 
nH 
cos0g=1 一 页 十 再 一 页 + 
> BB 6 0 
sing 一 0 一 下 十 页 一 丈 二 


(2.23) 


在 0,7/2, 一 x/2,T 处 ,分 别 取 el9) 的 值 为 12 一 i, 一 1 sin9 的 值 为 0,1, 一 1,0, cos 的 
值 为 1,0,0, 一 1. 我 们 在 高 中 数学 中 学 过 的 sin(r/2 一 9) = cosb,cos(r 一 0) = 一 cos(9)， 


这 些 公式 都 可 由 加 法 定理 直接 推导 获得 . 
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在 高 中 我 们 定义 了 tang = sin9/cos9,cot0 = cos9/sin9, 并 且 把 tang 和 cotb 
分 别 叫做 正切 (tangent) 和 余 切 (cotangent). tan9 是 定义 在 除去 cosg = 0 的 点 0， 
即 r/2 十 mx, m 为 整数 的 数 轴 R 上 的 连续 函数 .cot9 是 定义 在 除去 mx, m 为 整 
数 的 数 轴 R 上 的 连续 函数 . 


， 习 题 
11. 证 明 z 的 函数 sinl 在 区 间 (0, +co) 上 是 连续 函数 , 但 不 是 一 致 连续 函数 . 


12. 由 有 界 数列 具有 收敛 的 子 列 (定理 1.30), 证 明 在 闭 区 间 上 定义 的 连续 函数 具有 最 大 值 
和 最 小 值 (定理 2.4). 


13, 由 有 界 数列 具有 收敛 的 子 列 , 证 明 在 闭 区 间 上 定义 的 连续 函数 是 一 致 连续 函数 (定理 
2.3). 


14. 如 果 z 的 函数 f(z) 在 区 间 fo, +co) 上 连续 , 并 且 ,lim [f(z + 1 一 f(z)] = 4 证 明 
im {2) 
lim =1. 


一 十 oo ZT 


15. 设 f(z) 是 在 区 间 [a, 相 上 z 的 连续 函数 . 对 于 任意 的 zi 若 等 式 
/( 革 !) =30@ +10) 


恒 成 立 , 证 明 f(z) 是 z 的 一 次 函数 ( 取 z 的 一 次 函数 g(z) = Az + B 满足 g(a) = 
f(a),g(b) = f(b). 然后 证 明 在 区 间 [o, 引 上 某 个 处 处 稠密 的 子 集 上 f(z) 与 9(z) 一 致 ). 


16. 设 Po(z), Pi(z),…, Pn(z) 是 的 多 项 式 , 证 明 对 于 任意 的 实数 z, 使 
Po(z)e™ + Pi(z)e™D) +...+ Pasi(z)e’ + Pn(z)=0 
成 立 仅 限于 恒等式 Po(z) = Pi(z) =… = Pn(z) = 0 成立 利用 2.3 节 的 (2.6) 式 ]. 
17. 对 于 数列 {an},an > 0, 若 Jim an = ,a > 0, 证 明 lim (alazas， an) Mm = a 成 立 . 
18. 求 极限 Jim, CD 的 值 (把 (1+ 二 ) 代入 习题 17 的 an 中 小 


19. 证 明 a > 0 时 ， Dan 一 1) = Ina 成 立 ( 骨 原 松 三 郎 的 《微分 积分 学 I》 p.120 例题 
1). 
20. 求 用 cosz 和 sin z 表示 的 cos(nz) 和 sin(nz)(n 为 自然 数 ) 的 公式 . 
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3.1 ”微分 系数 和 导 函数 


设 f(z) 是 定义 在 区 问 了 上 的 本 数 ,如果 a 是 区 问 了 内 的 一 点 , 那么 了 全 二/ 
是 定义 在 区 间 T 内 除 a 以 外 的 z 点 上 的 函数 . 此 时 如 果 存 在 极限 : 
lim 1 Of 人 四， 
bm -a 
那么 就 称 f(z) 在 a 点 处 可 微 (differentiable), 或 者 称 在 z = a 处 可 微 , 并 称 此 极限 为 
函数 f(z) 在 点 a 处 的 微分 系数 (differentiable coefficient), 记 为 f(a): 
1@ -mf 


lm (3.1) 
当 函 数 f(z) 在 所 属 区 间 内 的 任意 点 z 有 则 称 函 数 f(z) 可 微 , 或 称 函 
数 f(z) 关于 z 可 微 . 此 时 f(z) 也 是 定义 在 区 间 上 的 关于 z 的 函数 . 称 f(z) 为 
函数 f(z) 的 导 函 数 (derived function derivative), 求 函数 f(z) 的 导 函 数 f'(z), 称 为 
对 函数 f(z) 进行 微分 , 或 函数 f(z) 关于 z 进行 微分 . 在 (3.1) 式 中 如 果 用 z 替换 a， 
用 z+h 替换 z, 则 
f(z) = 四 了 + 用 = 加. (3.2) 
当 % = f(z) 时 ,用 dy/dz 表示 f'(z). 有 二 为 微 商 (differentiable otient). 
令 Az=h,Ay= f(z+Az)— He 则 
lim AY 


五 =7@)= an 0Az- 
当 自 变量 z 增加 Az 成 为 =+ Azx 时 , 相应 地 函数 y 也 增加 Ay 成 为 y+ Ay. 因此 
把 Az 和 Ay 分 别称 为 z 和 vy 的 增 量 (increment). 
f(z) 在 z 点 可 微 时 , 设 
e+) -fe) - p(s) + elh,s), 
则 ,a(h,z) 是 满足 h 关 0 的 的 函数 ,并且 Jim c(h,z) = 0. 虽然 e(h,z) 是 定义 在 
刀 关 0 的 的 函数 ,但 当 h=0 时, 若 定义 e(0,z) =0, 则 对 所 有 的 h， 


f(z +h)— f(z) = fF'(2)h + el(h,z)h, lm elh, 2)=0 (3.3) 
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成 立 . 如 果 令 函数 y = f(z), 那么 
Ay= Ar + e(Az, z)Az. 


一 般 地 , 若 lima (z) = a(0) = 0, 则 称 函 数 a(z) 为 无 穷 小 量 , 当 e(z), atz) 是 
无 穷 小 量 时 , 无 穷 小 基 etzja(z) 用 符号 oa(z)) 表示 , 即 用 小 写字 母 o。 来 代表 e(z). 
在 不 关心 函数 etz) 的 具体 形式 时 , 用 符号 oa(z)) 很 方便 . 如 果 使 用 这 个 符号 , 那 
么 上 式 为 : 


A az + o(Az), (3.4) 
上 式 (3.3) 可 写 为 : 4 
f(s+h) f(z) = (2)h + olh). (8.5) 
如 果 用 a 替换 z, 用 z 替换 z 十 六 那么 
f(z) = f(a) + f(a)(z — a)+o(z —a). (3.6) 


对 在 a 点 处 可 微 的 函数 f(z), 把 由 线性 方程 式 
y= f(o) + f(a)(s -a) (3.7) 


确定 的 直线 ， 
{(z,Wly = fo+7oz 一 azeR} 


称 为 定义 在 图 像 Gy = {(z, f(z))lz e 了 上 (a,f(a)) 点 处 函数 f(z) 的 切线 (tangent 
line). 在 高 中 数学 中 , 也 称 它 为 在 (a, f(a)) 点 处 图 像 Gy 的 切线 , 其 方程 式 是 (3.7). 
但 在 我 们 这 里 , 把 方程 式 (3.7) 所 确定 的 直线 定义 为 在 (a, f(a)) 点 处 Gy 的 切线 
表示 函数 y = f(z) 的 微分 系数 的 符号 除 户 (z) 和 dy/dz 之 外 , 还 用 
af(Gzj/dr, (a/dz)f(z) 和 Df(z) 等 dy/dz = lim, Ay/Az 的 分 母 dz 和 分 于 dy 分 
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别 表 示 无 穷 小 增 量 Az 和 Ay, 但 在 上 述 的 定义 中 , dz 和 dy 无 意义 . 为 使 dz、 dy 具 
有 意义 , 方法 之 一 是 , 定义 函数 y = f(z) 的 微分 (differential)dy = df(z) 为 : 


dy=df(z) = f'(z)Az. (3.8) 


把 微分 dy = df(z) = f(z)Az 作为 变量 z 和 变量 Az 双方 的 函数 . 特别 地 , 当 2 看 
成 > 的 函数 时 , 它 的 微分 系数 z= Jim, Az/Az = 二 即 dz = Az. 所 以 


dy _ Je)Az 
dz Arz 
定理 3.1 如果 函数 f(z) 在 z 点 可 微 , 那么 函数 f(z) 在 z 点 连续 . 
证 明 对 于 y= f(z), 由 公式 (3.4) 可 知 , Az 一 0 时 , Ay 一 0. 即 f(z+Az) 一 < 
0, 因此 f(z) 在 点 z 处 连续 . 

在 此 证 明 中 , > 点 属于 区 间 7, f(z) 中 的 z 是 变量 , Az 是 与 二 
hh, 虽然 开始 容易 混淆 , 但 是 采用 这 些 符 号 能 够 缩短 数学 公式 , 非常 简练 、 实用 . 例如 ， 
Az 表示 z 十 h 中 的 h, 而 不 是 表示 t 十 姑 中 的 h, 如 果 习 惯 的 话 是 很 方便 的 . 
推论 ”定义 在 某 区 间 上 的 可 微 函 数 在 该 区 间 上 是 连续 函数 . 

根据 定理 3.1, 如 果 f(z) 在 z 点 可 微 , 那么 f(z) 在 z 点 连续 , 但 我 们 不 能 确定 
f(z) 在 z 以 外 点 的 连续 性 . 

例 3.1 在 区 间 (0,1) 上 定义 函数 f(z) 如 下 : 当 z 为 无 理 数 时 , f(z) = 0; 当 z 为 

有 理 数 时 , f(z) = 1/z2, 其 中 z = q/p 为 不 可 约 分 数 ( 既 约 分 数 ), p 和 4 是 互 素 的 自 

然 数 . 显然 , 函数 f(z) 在 区 间 (0, 1) 上 的 所 有 的 有 理 点 处 者 不 连续 . 如 果 a 为 区 间 

(0,1) 内 的 无 理 数 , 例如 a 二 bYV2/a(a,b 为 自然 数 ), 那么 函数 f(T) 在 z= a 处 可 微 . 
[证 明 ] 只 须 证 明 


= jc). 


-7 0 


za 2 一 G 


首先 对 于 既 约 分 数 > = g/p, 0 < 9/p < 1, 从 下 式 来 估计 lq/p 一 al. 


(时 


则 


这 个 等 式 的 左边 不 为 0， i 因此 


“ob: 
有 卫 
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因为 9/p 和 a 介 于 0 和 1 之 间 , 所 以 q/p+a<2, 因此 


上- > 2 (3.9) 
如 果 z, z 关 a 为 无 理 数 , 那么 根据 函数 f(z) 的 定义 显然 有 
J 四 -jg 四 | 


zs—a 


所 以 令 z 是 不 可 约 分 数 , z = q/p, 于 是 


4 和- 的 /人 -9- 国 / 人 -9 


因此 根据 (3.9) 式 ， 


人 /后 /本 


对 于 任意 的 正 实数 M, 由 于 p < M 的 不 可 约 分 数 q/p(0 < q/p < 1) 仅 有 有 限 个 , 所 
以 当 q/p 一 a 时 ,了 一 +oo, 因此 , 2a2/p 一 0. 所 以 ， 
Jim zg/ 四 一 fo) 
2-a 9q/p 一 a 
即 f(z) 在 z = a 处 可 微 , f'(a) = 0. 口 
显然 无 理 点 a 稠密 地 分 布 在 区 间 (0,1) 的 各 处 . 因此 , f(z) 的 不 连续 点 和 可 微 
的 点 分 别 稠密 地 分 布 在 区 间 (0,1) 的 各 处 . 观察 这 些微 妙 的 现象 对 掌握 微分 的 准确 
含义 是 非常 重要 的 . 
微分 系数 的 定义 f(a) lim (f(z) -f(a))/(z 一 a) 中 , 当 a 是 f(z) 的 定义 域 了 
的 左 端点 , 例如 了 = [a, 昌 时 , 如 2.1 节 所 述 , lim 当 z 从 右 向 a 接近 时 的 极限 记 作 
olny 所 以 ， 


=0. 


f'(0) = ,lim, f 9-/@ = / (©) 
一 般 地 , 即使 。 是 了 的 内 点 , 如 果 极限 .lim (f(z) 一 了 (a))/ (z 一 a) 存在 , 则 称 此 极 
限 为 f(z) 在 a 点 处 的 右 微分 系数 (right differential coefficient). 用 D+f(a) 表示 : 
2 jm fc) 一 Fo 
D 7 于 st -a - 
并 且 这 时 , 称 f(z) 在 a 点 处 向 右 可 微 , 或 右 可 微 (right differentiable). 


Dr = 有 {E+ 1, 
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又 , 设 y= f(z), 则 
Diy= lim AY 


Azm+o0 Ar 
同 理 可 定义 左 微分 系数 D 7(z). 
例如 , 如 果 f(z) 是 定义 在 区 间 I = [a, 相 上 的 可 微 函数 , 则 f'(a) = D+f(a)， 
f(b) = D-f(b). 又 ,如 果 定 义 在 区 间 工 上 的 函数 f(z) 在 I 的 内 点 a 处 左 可 微 和 右 可 
微 , 且 Dt+f(a) =D- f(a), 那么 f(z) 在 a 点 处 可 微 ,并 有 f'(a) = Dt+f(a) = D7f(@). 
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前 一 节 , 我 们 在 一 个 特定 区 间 工 上 考察 了 函数 f(z). 一 般 地 , 令 f(z) 是 定义 域 
包含 了 的 函数 , 并 在 区 间 I 上 我 们 考察 f(z), 即 考察 f(z) 在 工 的 限制 fr(z). 在 这 
种 情况 下 , 根据 2.2 节 a) 处 的 约定 , 当 f(z) 可 微 时 , f(z) 在 工 上 可 微 , 或 在 工 上 关 
于 可 微 . 

例如 , 设 工 = [a,5), f(z) 在 工 上 可 微 , 意味 着 f(z) 在 开 区 间 (a,b) 的 各 点 z 处 
可 微 , 在 a 处 右 可 微 . 此 时 , 只 要 在 [w,b) 上 考察 f(z), 则 就 约定 f(a) 表示 D+f(a). 
如 果 f(z) 在 点 a 处 可 微 , 由 于 D+f(a) 与 f(z) 在 a 点 处 的 微分 系数 一 致 , 因此 不 
会 因为 这 个 约定 而 引起 混乱 . 

a) 函数 的 线性 组 合 、 积 、 商 的 微分 

下 面 的 定理 我 们 在 高 中 数学 中 已 经 学 过 . 
定理 3.2 ”如 果 函 数 f(z) 和 g(z) 在 某 区 间 上 可 微 , 那么 它们 的 线性 组 合 c1f(z) 十 
cag(z)j(ch cs 为 常数 ) 和 它们 的 积 f(z)g(z) 也 在 该 区 间 上 可 微 , 并 且 


flo) + c2g(2)) = c1f'(z) + cag’ (2), (3.10) 
2 (z)g(z)) = f"(z)g(z) + f(z)g'(z). (3.11) 
进一步 , 如 果 在 该 区 间 上 g(x) 0, 那么 其 商 f(z)/g(z) 也 在 该 区 间 上 可 微 , 并 且 
f(z f'(z)g(z) — f(z)g'(z) 
(8)- 生 淹 2 


虽然 证 明 也 与 高 中 数学 所 学 的 相同 , 但 为 了 谨慎 起 见 , 还 是 氢 述 一 下 关于 积 与 
商 的 微分 法 则 的 证 明 . 设 y= vf(z), z=g(z), 则 对 应 于 z 的 增 量 Az 的 yz 的 增 量 为 


A(yz) = (y+ Ay)(z+ Az)—yz= Ay:z+y: Az+ AyAz. 


天 Ada _ A Az 
yz 和 Az 
Ar =- 忽 : +YAz A Az” 


94 第 3 章 微分 法 则 


根据 假设 , 当 Az 一 0 时 ,Ay/Az 一 Pa),Az/Az 一 g'(z), 又 根据 公式 (3.4), 由 于 

BA Alyz) 
YZ, 曙 YZ, 
dr A Az 


= 了 (cz+3 gz)， 


即 
EU (z)g(z)) = f(z)g(z) + f(z)g'(z). 


如 果 z=g(z) 闫 0, 那么 


从 而 
A(:) 也 4 Az 
Az ~ (z+Az)z Ar 
所 以 ‘ 


A(2) 

d /1 z 1 v gz) 
二 (5 而) A 全 一 二 0 环 
因为 f(z)/g(z) =f(z) 1/g(z), 所 以 利用 已 证 明 公 式 (3.11), 就 有 


f(z) , 9(z) _ f(z)g(r) — f(z)g'(z) 
去 ( 龟 )= 全 市 -fg = gz)2 人 9 

在 此 证 明 中 , 如 果 f(z) 和 g(z) 在 某 点 处 可 微 , 则 极限 的 计算 在 该 点 成 立 , 所 以 
下 面 的 结论 成 立 . 
定理 3.2 如 果 函 数 f(z),g(z) 在 某 区 间 内 一 点 z 处 可 微 , 那么 函数 clf(z)+czg(z) 
和 f(z)g(z) 在 点 z 处 可 微 , 并 且 它们 微分 系数 分 别 由 公式 (3.10) 和 公式 (3.11) 确 
定 . 进一步 , 如 果 在 点 z 处 , g(z) 关 0, 那么 f(z)/g(z) 在 点 z 处 也 可 微 , 它 的 微分 系 
数 由 公式 (3.12) 确定 . 

b) 复合 函数 的 微分 

设 f(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 z 的 函数 , g(y) 是 定义 区 间 J 上 的 y 的 函数 , 并 
且 f(z) 的 值 域 f(T) 包含 于 g(y) 的 定义 域 7 内 . 我 们 来 研究 f 和 9 的 复合 函数 
g (f(z)). 
定理 3.3 ”如 果 函 数 f(z) 在 工 上 关于 z 可 微 , g(y) 在 J 上 关于 y 可 微 , 那么 复合 
函数 g(f (z)) 在 工 上 关于 z 可 微 ,并 且 


gD) = ga) FC). (8.13) 
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证 明 设 y= f(z), z==g(y) =g(f(z)), 如 果 对 应 于 z 的 增 量 Az 的 y 和 z 的 增 
量 分 别 为 Ay 和 Az, 那么 根据 公式 (3.4)， 


Ay= f(z)Az +o(Az), Az=g(y)Ay+o(Ay), 


其 中 _ 
o(Az) = si(Az)Ar， lim, ei(Ar)=e1(0)=0, 
o(Ay) = ez(Ay)Ay， dim, s2(AVY) 一 cz(0) = 0. 
所 以 


Az= (g(y)+ez(Ay))Ay = (9'(y) + e2(Ay) (f(z) +el(Az))Az. 
从 而 , 若 
e(Az) = (g'(y) + e2(Ay))ei(Az) + f(z)ez(Ay)， 
则 
Az = g(r)Az + e(Az)Az. 
当 Az 一 0 时 , Ag 一 0sl (Az) 一 0, 又 当 Ay 一 0 时 , ez (Ag) 一 0. 进一步 , 因为 
62(0) =0 ,所 以 当 Az 一 0 时 , e2 (Ay) 一 0, 从 而 


lim e(Az) = 0. 
Az 一 0 


所 以 本 
im 和 = 9'(y) f(z). 


Az 一 0 


即 g(f (z)) 关于 z 可 微 , 并且 


E00) = 0), y= 7 0 
设 y= f(z) ,z=g(y), 则 公式 (3.13) 可 写成 
至 本 后 氏 . (3.14) 


如 果 采 用 微分 的 记号 , 则 为 

dz = g'(y)f'(z)dz. (3.15) 
根据 这 个 结果 求 dz, 只 须 把 dy = f'(z) dz 代入 dz =g (vy) dy 即 可 . 
注 ”在 上 述 定理 3.3 的 证 明 中 , 当 Az 一 0 时 Ay 一 0, 但 即使 Az 头 0 也 有 可 能 
Ay = 0 成立. 因此 从 极限 的 计算 : 


jaz tin (az ay) -im (AE) toe (ay 
ye ( 特 外 ) 2 (各 ) A ( 忽 ) 
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导出 公式 (3.14) 的 证 明 一 般 不 成 立 . 事实 上 , 当 Ay = 0 时 , Az/Ay 无 意义 . 在 上 
述 的 证 明 中 , 即使 Az 关 0, Ay = 0 时 也 有 e2 (Ay) = ez(0) = 0. 所 以 当 Az 一 0 时 
E2 (Ay) 一 0. 从 而 e (Az) 一 0. 

定理 3.3” 如 果 f(z) 在 z = a 处 可 微 , g(y) 在 y = f(a) 处 可 微 , 那么 复合 函数 
og(z)=g(f (2z)) 在 z=a 处 可 微 ,并 且 


(a) = 9 (f(0)) f(a). 


证 明 ”在 定理 3.3 的 证 明 中 , 把 z 用 a,y 用 b= f(a) 蔡 换 即 可 . 口 
c) 反 函 数 的 微分 
设 y= f(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 z 的 连续 单调 函数 , 则 根据 定理 2.7, 它 的 反 
函数 z= 广 !(y) 在 区 间 fj(T) 上 是 y 的 连续 单调 函数 . 此 时 , 有 下 面 结论 : 
定理 3.4 ”如 果 函 数 y = f(z) 在 区 间 了 上 关于 z 可 微 , 且 户 (z) 关 0, 那么 函数 
z= 三 (9) 在 区 间 f(D) 上 关于 y 可 微 , 并 且 


和 /的 


证 明 设 y 的 增 量 为 Ay, 与 y 对 应 的 z 的 增 量 为 Az. 因为 三 1(y) 连续 并 且 单 调 ， 
所 以 当 Ay 一 0 时 , Az 一 0; 当 Ay 冯 0 时 Az 关 0. 因此 


等 -a,0/( 人 2)-/(). 
即使 y = f(z) 是 连续 并 且 单 调 递增 的 函数 ,但 在 某 些 点 z 处 f(z) = 0. 例如 车 


f(z) = 0, 则 (0) = Jdim, (Az) /Az = lim, (Az)? = 0. 这 时 因为 Ay = (Az)3, 


b 
i Arz 1 


dn, Ay ”azzof(Azz 一 de 
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即 三 !() = on/3 在 y = 0 处 不 可 微 . 

d) 初等 函数 的 导 函数 
(1) 多 项 式 和 有 理 式 ”我 们 在 高 中 时 学 过 z"(n 是 自然 数 ) 的 导 函 数 为 nz"!. 此 
结果 可 以 根据 关于 n 的 归纳 法 获得 . 即 当 n = 1 时 , dz/dz=1; 当 n > 2 时 , 如 果 
假设 (d/dz) z"-1 = (n 一 1)z"-? 成 立 , 那么 根据 函数 乘积 的 微分 法 则 , (d/dz) z" = 
(dj/dz) (z.z"- =1.zn-1+zn 一 1)zn" 2 = nzn 1!. 因而 ,根据 归纳 法 ， 


=nz"™l. 


从 而 , 多 项 式 
f(z) = aoz" + or™ + an_1T+an 

的 导 函 数 为 

f(z) = maozn-1 十 (一 1)alzn ?+ +an-l. 
求 有 理 式 f(z)/g(z) 的 导 函 数 时 , 先 求 f(z) 和 g'(z), 再 利用 商 的 微分 法 则 即 可 , 其 
中 f(z),g(z) 为 多 项 式 . 
(2) 对 数 函数 ”研究 以 不 等 于 1 的 正 实数 a 为 底 的 对 数 函 数 log。z. 其 定义 域 是 
R+ = (0, +00). 由 公式 (2.8) 和 公式 (2.9) 知 ， 


1 1 
e= lim (+ = lim (+})， 
tt 一 十 co t 一 一 co t 


因而 , 如 果 令 s = 1/t, 那么 
e= lim(l + a)/°. (3.17) 


于 是 , 因为 


Fooga(s + 1) 08s) = Flog, (EE) = or, (1+ Ee 
所 以 ， 若 令 s=h/z, 则 

Fogs(e +h) —logaz) =1ogall + se = 1oga(1 + 5). 
故 由 公式 (3.17) 和 logaz 的 连续 性 ， 

lm Floga(e + 有 hh) —loga 7) = F lim logal1 二 ss = Flog 人 


即 
d 1 
本 7 = (log。 ©)=; (3.18) 
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特别 地 , 车 a = e, 则 

下 二 这 二 (3.19) 
由 等 式 (3.19) 知 , 对 数 函 数 的 底 取 e 是 很 自然 的 . 
(3) 指数 函数 、 畦 函数 ”以 不 等 于 1 的 正 实数 a 为 底 的 指数 函数 y = az 是 定义 
在 实 直线 R 上 的 连续 单调 函数 , 其 反 函 数 为 对 数 函 数 : z = log。y. 根据 (3.18) 式 ， 


dz/dy = logae*1/y, 又 根据 (2.12) 式 , logoe'logea =1. 所 以 由 反 函 数 的 微分 法 则 
dy dz 
时 -1/ (号 )-@ow 


Ee = (lna)az， (3.20) 


即 


特别 地 ， 

= ez. (3.21) 
虽然 以 上 是 通过 求 对 数 函数 的 导 函 数 来 求 指数 函数 的 导 函 数 , 但 如 果 用 er 的 

短 级 数 表 示 (2.10) 式 , 也 可 以 如 下 直接 证 明 (3.21) 式 . 因为 


ez+A 一 ez -ee eh 一 1 


h 大 
所 以 , 要 证 明 (3.21) 式 , 只 需 证 明 je 一 1 人 =1 即 可 . 由 (2.10) 式 ， 


oo pn 
"Ek 
er=1+h+》 mi 


n=2 
从 而 
et—l hn 
i 1+ 
n=2 
当 |h| < 1 时 ， 
ch" ~ In| 
-|<y la" = 
详 守 |< 关 mr- 到 
所 以 
。 @ 一 1 
i 


于 是 (3.21) 式 得 证 . 又 因为 oz = (em*)”= em , 若 令 y=zIina, 则 a? = ev, 因此 
由 复合 函数 的 微分 法 则 , 有 
Lu 一 Yd =Ina:e =lna.a®. 


dz dz dy 
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从 而 (3.20) 式 得 证 . 
对 于 任意 给 定 的 实数 a, 告 函 数 ze 的 定义 域 是 R+ = (0,+co), 它 可 表示 为 
2? 二 erIn7. 令 y=Qalnz, 则 z=ev. 所 以 由 (3.19) 式 和 (3.21) 式 ， 


dr® dey dy _ Db nd 
Uy r= =az°™， 


即 


Er =ar°!. (3.22) 
(4) 三 角 函 数 ”由 加 法 定理 (2.23) 式 
sin(Z + h) = sinhcosz + coshsinz, 


所 以 


sin(z+h) — sin(z) _ cosz+ 2 bn 
从 而 要 求 sinz 的 导 函 数 , 只 需求 当 h 一 0 时 , sinh/h 和 (cosh 一 1)/h 的 极限 即 可 . 


由 (2.25) 式 ， 
sinh hn 有 
0 
当 0 < |h| < 1 时 , 此 式 右边 的 交错 级 数 的 各 项 绝对 值 构成 的 数列 {h2"/(2n + TI 
单调 递减 并 且 收 敛 于 0. 因此 , 由 定理 1.23， 


| 


h? _ sinh 


lS nl 0< 人 <1， 
所 以 ee 
:SInR _ 
由 人 二 


因为 sin?h=1 一 cos?h= (1+cosh)(1 一 cos 加 ,所 以 


1—cosh sinh sinh 


hh ltcosh h 


因此 , 当 h 一 0 时 , cosh 一 1, sinh 一 0, 由 (3.23) 式 ， 


. 1—cosh 
Hh 


0. (3.24) 


所 以 
sin(z +h)—sinz 


一 COS Z; 
h—0 h . 
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即 
ee 
Fr SINnT = COST. 
根据 加 法 定理 (2.23)， 
cos(Z 十 如 一 cosT cosh—l1 本 sinh i 
E h Th Th 有 
同 理 ， 
d 
-一 C0SIT 王 一 SInZ. 


dz 
利用 商 的 微分 法 则 , 可 以 由 (3.25) 式 和 (3.26) 式 直接 得 


d be T 
Er ms’ 23+m m 为 整数 . 
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定理 3.5 (中 值 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [4,4] 上 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 


微 , 则 存在 点 满足 条 件 


f © J ff 


了 (6) = a<é€<b. 


(3.25) 


(3.26) 


(3.27) 


上 可 


(3.28) 


对 于 函数 f 的 图 像 Gy, (3.28) 式 意味 着 在 Gj 上 点 (8&,f(&)) 处 的 切线 平行 于 


过 Gy 两 端 (a, f(a)) 和 (b, f(b)) 的 直线 7 


首先 把 这 个 定理 的 特殊 情况 作为 引 理 进行 证 明 . 


引 理 3.1 (Rolle 2 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,4 上 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 上 


可 微 , 并 且 f(a) = f(b), 那么 存在 一 点 & (a,b) ,使 得 f'(&) = 0. 


证 明 设 Y= f(a) = f(b), 如 果 在 [a, 相 上 f(z) 人 恒 等 于 7, 那么 对 于 所 有 的 
(a <&<b), 都 有 了 (8) = 0. 因此 下 面 我 们 不 考虑 这 种 情况 . 由 定理 2.4, 在 闭 区 
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间 [如 上 定义 的 连续 函数 f (z) 存在 最 大 值 6 = f (8) (a < & < 5b) 和 最 小 值 a = 

fn) (a <n< 5b). 由 于 不 考虑 6 = a = 的 情况 , 所 以 或 者 6 > 或 者 a < ?7. 如 果 

B=f(&) > ,那么 a<&<b. 则 由 假设 条 件 , 存在 
f= hm +- 

因为 了 (GE 十 站 一 了 (6) < 0, 所 以 由 h>0 或 h<0, 可 知 (f (E+ 有 一 f(8))/h<0 或 

> 0. 因此 


71- lim, {E+ -10 < 
A mL + a- J@ ,6 
所 以 三 () = 
如 果 w= fo) < 六 那么 <9< 思 同 理 可 证 九 O 一 0 0 
定理 3.5 的 证 明 
如 果 设 
-区 -1 四 
b—a 


则 过 了 的 图 像 Gy 的 两 端点 (a, f(a)),(b,f(b)) 的 直线 1 的 方程 式 为 : 
= f(a) + a(z —o). 
若 令 f (z) 与 方程 式 右边 相 减 所 得 的 差 为 
= f(z) ~— f(a) — a(z —o). 


则 g(z) 在 fw, 引 上 连续 , 在 (a,5b) 内 可 导 , 并 且 g(a) =g(6) =0, 所 以 由 引 理 3.1, 存 
在 一 点 &€€ (a,b), 使 得 g'(&) = 0. 因为 g'(z)= f(z) 一 g, 所 以 f'(€)=4q 口 
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定理 3.6” 设 f (z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 可 微 函 数 . 在 区 间 工 上 , 若 恒 有 f'(e) > 0， 
那么 f (z) 是 单调 递增 函数 ; 恒 有 f(s) < 0, 那么 f(z) 是 单调 递减 函数 ; 若 恒 有 
包 (5 = 0, 那么 f(z) 是 常 值 函数 . 

证 明 ”对 于 了 内 的 任意 两 点 s,t, s < 由 中 值 定理 , 存在 &, 使 得 


f(O)—f(s)= (6)(t—s), s<é<t 


成 立 . 所 以 在 区 间 工 上 , 车 恒 有 f'(z) > 0, 则 f(s) < f (2); 若 便 有 f'(z) < 0 则 
f(s) > f(t); 车 恒 有 f(z) =0, 则 f(s) = (2). 口 

尽管 函数 f (z) 在 区 间 工 上 可 微 且 单调 递增 , 但 在 工 上 也 未 必 恒 有 f' (zx) > 0. 
例如 , 虽然 f(z) = za 在 R 上 单调 递增 , 但 f'(0) = 0 即 f(z) > 0 便 成 立 只 是 单 
调 递增 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 
定理 3.7 ” 设 函 数 f (z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 可 微 函 数 . 函数 f(z) 是 单调 非 减 的 
充分 必要 条 件 是 在 区 间 工 上 , 恒 有 f'(z) > 0. 函数 f(z) 是 单调 非 增 的 充分 必要 条 
件 是 在 区 间 工 上 , 恒 有 f'(z) < 0. 
证 明 ”如果 y= f(z) 单调 非 减 , 那么 当 Az > 0 时 , Ay > 0; 当 Ar <0 时 , Ay < 0. 
所 以 区 

jlz) = im > 0. 

反之 , 在 区 间 工 上 , 如 果 恒 有 f'(z) > 0, 那么 对 于 区 间 了 内 任意 两 点 st(s < 妇 , 根 
据 中 值 定 理 , 至 少 存在 一 点 €, 使 得 


f(t) — f(s)= (6)(t—s), s<é<t, 


所 以 f(t) > f(s). 即 f(z) 单调 非 减 . 关于 f(z) 的 单调 非 增 的 情况 , 同 理 可 证 ， 口 
定理 3.8 ”定义 在 区 间 工 上 的 可 微 函 数 f(z) 是 单调 递增 的 充分 必要 条 件 是 , 在 区 
间 工 上 恒 有 f'(z) > 0, 并 且 满 足 f(z) > 0 的 点 z 的 集合 在 了 内 稠密 . 
证 明 如果 f(z) 单调 递增 , 那么 根据 上 一 个 定理 , 在 区 间 工 上 恒 有 f'(z) > 0. 假 
设 满足 f(z) > 0 的 点 zx 的 集合 在 了 内 不 稠密 , 则 存在 闭 区 间 [s, 引 C 1s < 并 
且 在 该 区 间 上 不 存在 满足 f(z) > 0 的 点 z. 即 如 果 s <z < 那么 f(z)=0. 因 
此 由 定理 3.6, 有 f(s) = f (). 这 与 函数 f(z) 是 单调 递增 函数 相 矛 盾 . 所 以 , 满足 
下 (z) > 0 的 点 z 的 集合 在 工 内 稠密 . 

反之 , 假设 在 区 间 工 上 恒 有 f'(z) > 0 并 且 满 足 f(z) > 0 的 点 z 的 集合 在 区 
间 7 内 稠密 , 则 根据 前 一 个 定理 可 知 函数 f(z) 单调 非 减 . 如 果 函 数 了 (z) 非 单调 
递增 , 那么 对 于 区 间 I 内 的 两 点 st(s < 四 有 f(s) = f(). 因此 , s < z < 时 ， 
f(z) = 了 (s), 所 以 户 (z) = 0. 这 与 假设 相 矛 盾 . 所 以 f(z) 单调 递增 . 口 

关于 单调 递减 的 情况 , 类 似 定理 也 同样 成 立 . 
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例 3.2 f(z) =Inz/z, 则 f(z) = (1 一 Inz)/z?. 于 是 当 z <e 时 , f(z) > 0; 当 
z > e 时 , f'(z) < 0. 因此 Inz/z 在 区 间 0,e] 上 单调 递增 , 在 [e, +co) 上 单调 递 
减 . 由 2.3 节 例 2.9， sl lnz/z = 0, 若 令 t= 1/z, z 一 +0 时 上 一 +co. 所 以 
imonz/z = — ,lim tint 二 -oo. 在 (0,+co) 上 定义 的 函数 Inz/z 在 z=e 处 取 
最 大 值 1/e. 
下 面 的 定理 是 中 值 定理 的 推广 . 

“定理 3.9 ” 设 函数 f (z) ,9 (z) 在 闭 区 间 [a,4] 上 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 上 可 微 , 并 且 

设 了 7(z),g'(z) 在 (ob 内 任意 点 z 处 不 同时 为 0. 如 果 g(a) 关 g(b), 则 存在 一 点 


€, we 
Fé) _ (0) — f(0) 
(©) ™ g(0) =g(o) 


， a<é<b (3.29) 


成 立 . 
证 明 设 入 = 了 一 Fo) ,k= 9 (0 - 9(a), 定义 辅助 函数 


92(z)=A(f(z) 一 (ao) 一 (9g(z) 一 9(o)， 


则 p(z) 在 闭 区 间 [a,9] 上 连续 , 在 开 区 间 (a,5b) 上 可 微 , 并且 p (oa) = wp(b) = 0 所 以 
由 引 理 3.1， 和 &(a <€<b), 使 得 yp (5) = 0. 因为 y(z)= pf (7z) 一 Ag (2)， 
所 以 pf (6 =Xg (8), 即 


(9(b) — g(a))f"(é) = (f(6) — f(a))g"(é). 


如 果 设 % (6) = 0, 那么 因为 g(b) -g(a) 天 0, 所 以 f'(€) = 0. 这 与 假设 矛盾 故 
9 (地 0. 因此 
了 (6) _ 7) 一 fo) D 
9(€) 9 一 9(o) 

关于 可 微 性 与 连续 性 的 关系 有 必要 进行 说 明 . 在 某 区 间 上 可 微 的 函数 在 该 区 
间 上 必 连 续 (定理 3.1 的 推论 ), 但 连续 的 函数 未 必 可 微 . 
例 3.3 ”如 果 函 数 f(z) 定义 为 : 当 z 关 0 时 , f(z) = zsin(1/z); 当 z = 0 时 ， 
了 (0) = 0. 那么 z 关 0 时 , 显然 f(z) 连续 . 又 因为 |f (z) -7 (0) | < lz|, 所 以 函数 
f(z) 在 z=0 处 也 连续 . 但 是 因为 


加 人 f(0) 1 


= lm sin 二 
i h 
不 存在 , 所 以 函数 f(z) 在 z = 0 处 不 可 微 . 当 7 头 0 时 , 函数 f(z) 可 微 , 并 且 
ee 1 


f(s) =sins -F087 
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例 3.4 设 ey 
f(z)=5 去 sin(xnlz)|, 
n=1 
对 任意 实数 z, 等 式 右边 的 级 数 显然 绝对 收敛 . f(z) 是 定义 在 实 直线 及 上 的 = 的 
连续 函数 , 但 在 有 理 点 > 处 不 可 微 . 


[证 明 ] 函数 f(z) 的 连续 性 将 在 第 5 章 中 证 明 . |sin (rz)| 是 连续 函数 , 并 且 在 实 
直线 R 上 除 整 数 点 外 的 每 一 点 处 可 微 , 在 每 个 整数 点 处 左 可 微 或 右 可 微 


Dt+|sin(xk)| =7, D-|sin(xk)| = 一 rr. 


SS 
站 
人 
多 


假设 f(z) 在 有 理 点 7 处 可 微 , 并 且 把 使 得 mr 为 整数 的 最 小 自然 数 ” 设 为 m. 那 
么 当 n<m 时 ,nlr 不 是 整数 . 所 以 |sin (rmlz)| 在 z =" 处 可 微 , 因此 


fm(z) = > 去 |sin(nlz)| 
也 在 z =" 处 可 微 . 另 一 方面 , 如 果 设 om (z) = |sin (xm!z)|/2™, 那么 
fm(7) > om(z), fm(r) = omr=0, 


又 因为 当 z 一 + 十 0 时 zr>0; 当 z 一 + 一 0 时 ,zx 一 + <0, 所 以 


扩 ) -=, 吉 6 全 >, 吉 , 守 时 -Dron()= 宫 
pn ns) Om(2) 7- _ _mlx 
In) = lm Fr ,lm Fr =D om(")= -am 
这 是 矛盾 的 口 


Weierstrass 证 明了 , 定义 为 


f() 一 了 玄 cos(k"nz)， 上 为 奇数 ,之 13 
n=1 


的 连续 函数 f(z) 在 实 直 线 R. 上 的 各 点 z 处 是 不 可 微 的 9 . 
@ 参考 若 原 松 三 郎 的 《微分 积分 学 1 》, pp. 160-164 
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在 某 区 间 上 可 微 , 从 而 连续 的 函数 的 导 函 数 未 必 在 该 区 间 土 连续 . 
例 3.5 “定义 函数 f (z) 为 : 当 z 关 0 时 , f(z) =z?sin(1/2); 当 z=0 时 , f(0)=0. 
则 
二 f(0) 


0) = 二 一 
f=lm = jim hsin3 0， 


当 z 关 0 时 ， i 
f'(z) = 27sin= — cos—. 
了 I 


即 /(z) 在 及 上 的 各 点 < 处 可 微 . 但 是 , 如 果 设 h = lnzxn 为 自然 数 ), 则 当 n 一 oo 
时 ,hn 一 0, 并且 了/(hm) = ("1. 因而 也 (z) 在 z= 0 不 连续 , 并且 lim f(z) 
和 lim,f'(z) 都 不 存在 . 

定理 3.10 ”如果 定义 在 区 问 lc, 世上 的 连续 函数 f (z) 在 开 区 间 (cb) 上 可 微 , 并且 
LI 人) 存在 ,那么 f(z) 在 c 处 也 可 微 , 并且 


fl(0)= lim f(z). 


z 一 c+0 


证 明 设 c<z<b, 则 根据 中 值 定理 , 存在 一 点 使 得 


和 人 =/@ -re，e<t<m 


当然 6 未 必 只 有 一 点 , 如 果 对 应 各 个 nx, 选取 一 点 当 z 一 c+0 时 ,一 c+0, 则 
{1 _ im, pe) 


sno 了 一 
即 f(z) 在 处 可 微 且 f"(c) = ,lim f(z). 口 


同 理 , 如 果 定义 在 (0,d] 上 的 连续 函数 f (z) 在 (ac) 上 可 微 , 并 且 Im) 
存在 , 则 f(z) 在 点 < 处 也 可 微 , 并 且 7(c) = ,lim fta). 

推论 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 (0,5) 上 连续 , 并 且 在 区 间 内 除 。 点 外 可 微 ， 如 果 
lim Pa) 存在 , 那么 了 (z) 在 点 “处 也 可 微 ,并且 站 (0) = lim f(z) ， 

设 函数 (2) 在 区 间 (a, 有 上 可 微 ,a< ce< 上 如果 ,li 下 (2) 和 lm ji 疡 四 
同时 存在 , 则 ,im 了 () = 了 (QO, ,ms 了 (@) = 了 (9, 即 随 (z) 在 点 性 处 连续 
导 函 数 Po) 不 合 有 满足 tim, 和 lim。 了 (2) 同时 存在 , 而 lim f(z) 关 
lim。 f(z) 的 不 连续 点 9 


@ 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 上 可 微 , 则 导 函 数 f'(z) 在 (a,5) 上 不 存在 可 去 间断 点 和 第 一 类 间断 点 
一 一 译 者 注 
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光滑 函数 ”函数 f(z) 在 区 间 I 上 可 微 , 并 且 它 的 导 函 数 f'(z) 在 工 上 连续 时 , 称 
贤 数 f(z) 在 工 上 是 光滑 (smooth) 的 , 或 连续 可 微 的 

在 有 限 区 间 工 上 连续 的 函数 f(z), 如 果 满 足以 下 的 条 件 , 那么 就 称 函数 f(z) 在 
区 间 了 上 分 段 光滑 (piecewise smooth): 函数 f(z) 在 区 间 工 上 除 有 限 个 点 a1, a2,…， 
ak，…,am 外 光滑 , 那么 在 各 点 ak 处 函数 f(z) 左右 可 微 ,并且 


lim, fF(e) = D+ f(r), ,lim oz) =D- f(x). 
此 时 , 若 设 工 = (a 日 ,al < … < ak-1 < ak < … < am 则 区 间 了 被 分 割 为 
m 十 1 个 子 区 间 卫 = (oaj] …… 天 = [Qk-1,Q4]，… ,Im+1 = [am,9 ,并 且 在 各 子 区 
间 天 上 f(z) 是 光滑 的 函数 . 这 就 是 称 它 为 分 段 光 滑 函 数 的 原因 . 在 实际 应 用 上 ， 
比 起 单纯 的 可 微 函 数 , 光滑 函数 或 分 段 光滑 函数 更 常见 . 


在 无 限 区 间 例 如 [0, +co) 上 连续 的 函数 f(z), 如 果 在 包含 于 [0, +oco) 的 任意 有 
限 区 间 工 上 分 段 光滑 , 那么 称 函 数 f(z) 在 [0,+co) 上 分 段 光滑 . 例如 , 函数 |sinz| 
在 (-co, +co) 上 分 段 光滑 . 
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a) 高 阶 导 函 数 

在 区 间 7 上 定义 的 可 微 函 数 f(z) 的 导 函 数 f'(z) = (d/dz) f(z) 也 在 区 间 I 
上 可 微 时 , 称 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 2 阶 可 微 . 把 f(z) 的 导 函 数 (d/dz) f'(z) 
称 作 f(z) 的 2 阶 导 函 数 (second derivativej)，f (z) 的 2 阶 导 函数 用 f”(z) 或 
(dz/dz2?) f(z) 表示 ， 当然 (d?/dz?) f(z) 表示 (d/dz) ((d/dz) f(z))， 进 而 , 如 果 
f"(z) 在 区 间 T 上 可 微 , 则 称 f(z) 在 区 间 上 3 阶 可 微 , 把 f” (z) 的 导 函 数 
(d/dz) f"(z) 称 为 f(z) 的 3 阶 导数 (third derivative), 记 为 1” (z) 或 (d3/dz3) f(z). 
同样 可 以 定义 4 阶 , 5 阶 , …, n 阶 , … 的 导 函 数 . 一 般 地 , 如 果 f(z) 的 n 一 1 阶 导 
函数 f(D) (z) = (d"-1/dz"!) f(z) 在 区 间 工 上 可 微 , 则 称 f(z) 在 区 间 T 上 n 阶 
可 微 , fo (z) 的 导 函 数 (d/dz) fo- (z) 是 f(z) 的 n 阶 导 函 数 (n-th derivative， 
n-th derived function), 记 为 f(" (z) 或 (d"/dz") f(z). n 阶 导 函 数 也 称 第 n 阶 导 函 
数 . 在 区 间 了 内 点 4 处 的 fo (z) 的 值 fo (a) 是 f(z) 在 点 a 处 的 n 阶 微分 系数 . 
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表示 函数 y = f(z) 的 n 阶 导 函数 的 符号 除 fm (z), (d"/dz") f(z) 外 , 还 有 
dry/dz™, y(™, (d/dz)" f(z) ,D"f (z) 等 . 

一 般 地 , 函数 f(z) 的 定义 域 包含 区 间 了 时, 根据 2.2 六 a) 的 约定 , 如 果 f(x) 
在 区 间 工 上 的 限制 fz(z) 在 区 间 I 上 n 阶 可 微 , 那么 称 函数 f(z) 在 了 上 mn 阶 可 微 ， 
或 者 在 IT 上 关于 > 是 对 阶 可 微 的 . 
定理 3.11 ”如 果 函 数 y = f(z) 和 z = 9 (z) 在 区 间 工 上 ?” 阶 可 微 , 则 它们 的 线性 
组 合 ciy +caz = clf (z) + cg (z) ,cu cz 为 常数 , 及 它们 的 积 yz = f(z)g(z) 也 在 I 
上 mn 阶 可 微 , 并 且 


dr (y+ 22) = clg( 十 cz (3.30) 
2) 一 yz 二 (QD 让 (ea 二 (3.31) 


进而 , 如 果 在 区 间 工 上 9g (z) 关 0, 那么 商 f (z)/9 (z) 亦 在 工 上 mm 阶 可 微 . 
证 明 ciy+c2z 是 n 阶 可 微 ,并 且 易 知 (3.30) 式 成 立 . 

yz 的 n 阶 可 微 性 及 (3.31) 式 成 立 , 可 以 通过 对 n 用 归纳 法 证 明 . 即 假设 yz 是 
n 一 1 阶 可 微 , 并且 


m 一 


d SF fn-1 orosw 
Ea) = CR 


k=0 
成 立 . 这 里 我 们 约定 y@) = % 200) = z. 根据 假设 因为 y 和 z 是 nn 阶 可 微 , 所 以 式 子 
右边 的 yo- 有 和 xz 至 少 工 阶 可 微 , 从 而 (d"-1/dz"-1) (yz) 可 微 , 即 yz 是 nn 阶 
可 微 . 


因为 a 
(yl) = yn od) 十 gt-Dz(ktD 


成 立 ,所 以 利用 公式 (” + (1) = (), 可 得 


dm /nl -月 ,(k) /nl (n—k—1) ,(k+1) 
蕊 = 半 ( 大 )* 2 + 工人 大 je 多 
k=0 k=0 
wat Tn (ny an) 
=yz+o | + + 
k=1 
n—l 
-yz+ (sre 二 oz 


k=1 
即 (3.31) 式 成 立 . 
要 证 明 > = 9g (z) 关 0 时 , y/z = f(z)/g(z) 是 n 阶 可 微 ,只 须 证 明 1/z 是 n 阶 
可 微 即 可 . 因为 (d/dz) (1/z) = 一 z/z2, 所 以 
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d2 3) 多 可 2z2 ”一 zz 十 2z2 


dzz \z 2 如 


同 理 ， 


d /1 6zz'2" 一 z22" — 623 
ds (3) A 
计算 到 此 , 对 于 m = 4,5,6,…,n, 如 果 1/z 是 mm 阶 可 微 , 那么 我 们 猜测 它 的 m 阶 
导 函 数 可 用 z,z',z”,…,z(™) 的 某 个 多 项 式 Pm (zz zz(m) 来 表示 ， 


de Pn(%, 2 2 .3 2(™)) 
ey G) = mt (3.32) 


这 通过 m 的 归纳 法 容易 证 明 , 即 如 果 假设 1/z 是 m 一 1 阶 可 微 , 并 且 假设 
dm-1 9 2 Pn-i(% 2 2" 1) 


dem-i \z Wy 


那么 因为 z 了 0,m < n, 所 以 此 式 的 右边 可 微 , 从 而 (dm-1/dz™-!)(1/z) 也 可 微 , 即 
1/z 是 m 阶 可 微 ,并 且 


dm' /1 1 d y 
二 人 = (Ga — mz Pa) < 
此 式 右边 z(d/dz)Pn_i(z,z zem-D) 一 mazPn_i(zrz0 yzm-D) 显然 是 z 
zz 的 多 项 式 , 于 是 如 果 用 Po(z, zz ……，zem) 来 表示 1/z 的 m 阶 导 
数 , 那么 (3.32) 式 就 可 直接 获得 . 口 
积 的 高 阶 导 函数 公式 (3.31) 称 为 Leibniz 法 则 . 多 项 式 Pu(z,z,… .ztm) 不 
能 用 简单 的 形式 表示 . 
设 f(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 z 的 函数 , g (y) 是 定义 在 区 间 J 上 的 y 的 函数 . 
在 此 考察 f (7) 包含 于 区 间 J 时 的 复合 函数 g(F (z)) . 
定理 3.12 “如果 函 数 f (z) 在 区 间 了 上 n 阶 可 微 , g (y) 在 J 上 n 阶 可 微 . 那么 复 
合 函数 g(f (z)) 在 区 间 工 上 关于 z 是 n 阶 可 微 的 , 它 的 nn 阶 导数 (d"/dz")g(f(z)) 
可 表示 为 f(z), f(z),…, f(z),g (f(z)),g"(f(z),…-,g 中 (f(z)) 的 多 项 式 . 
证 明 ” 设 y= f(z), 则 由 复合 函数 的 微分 法 ， 


E900) = 9 (2) 7s) = 
因为 (a/dz)g(y) = gr 人 ou 则 (a/az)g(j(z)) 可 微 ,并且 


2 
90) =9 y+). 
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同 理 ， 
A590) = 9 (WY +39" (Wy + 9 (Wy. 


当 贡 二 45,6,…n 时 , g (f(z)) 是 识 阶 可 微 ,并 且 m 阶 导 函数 (dm/dz™)g (f(z)) 
是 关于 所 (z), f(z2),… ,f(z),g(f(2),g"(f(z),…,9"(f(z)) 的 多 项 式 . 这 可 
通过 m 的 归纳 法 很 容易 地 证 明 . 品 
设 y = f(z) 是 定义 在 区 间 上 的 z 的 可 微 的 单调 函数 . 如 果 在 区 间 上 恒 有 
Je) 关 0, 那么 根据 2.2 节 的 定理 2.7 及 3.2 节 的 定理 3.4, 反 函 数 z = 六 1(y) 是 定 
义 在 区 间 f(T) 上 的 y 的 可 微 的 单调 函数 . 这 时 有 下 面 结论 成 立 ， 
定理 3.13 ”如 果 函 数 y = f(z) 在 区 间 了 上 关于 z 是 nn 阶 可 微 的 ,那么 z = f-1(y) 
是 f(1) 上 关于 vy 的 nn 阶 可 微 函 数 , 并 且 它 的 n 阶 导 函 数 可 用 f/f”,…, 0 的 蘑 
个 多 项 式 Bn (1 7 ,fm) 来 表示 . 


dz _ Bn(f'(2), fooo(z) 


dy™ (Fe) ， z=f71(y). (3.33) 
证 明 由 (3.16) 式 ， 
w= FE z= f(y), 


如 果 f(z) 是 2 阶 可 微 的 , 那么 1/7"(z) 关于 z 可 微 , 又 因为 z = f(y) 关于 y 可 
微 , 所 以 dz/dy 关于 y 可 微 , 并且 


dz_ d/l dad/ 1 1 /-f())_ -f(z) 
dy dy ( 志 ) dydz (而) ~ f(s) (起 别 (F(z) 
下 面 利用 n 的 归纳 法 . 假设 函数 f(z) 是 n 一 1 阶 可 微 的 , 函数 > = 广 1(y) 关于 y 
是 nn 一 1 阶 可 微 的 , 并 且 
diy _ Bi(f'(z),, f(z)) 


dy (Plo 


那么 当 f(z) 是 nn 阶 可 微 时 , 因为 (3.34) 式 的 右边 关于 z 可 微 , z = f(y) 关于 y 可 
微 , 所 以 d"-!1z/dy"! 关于 vy 可 微 , 即 函数 > = f(y) 关于 y 是 n 阶 可 微 的 .并且 


(0 


因为 -1 (7%，…,f"D) 是 ff,…, fm 的 多 项 式 . 所 以 


z=f7(y), (3.34) 


POE BPD), DD) = Gn =) (0) Baa (fo), 7 D0)) 
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可 表示 为 f(z), "(7z),…, f(z) 的 多 项 式 . 因此 只 要 把 它 改写 为 本 (Po f(z)， 
… ,了 中 (z)), 就 能 直接 获得 (3.33) 式 . As] 
多 项 式 5 (f', 1”,…,f") 不 能 用 简单 的 形式 来 表示 . 
b) 初等 函数 的 高 阶 导 函数 、 多 项 式 、 有 理 式 
关于 z 的 守 a*,k 是 自然 数 , 因为 (d/dz)z* = kze ,所 以 


当 n < 上 时 ， (Dk) (nt) 
当 n> 上 时， 0 
dzn 


因此 ,上 阶 多 项 式 f(z) = ao + aaz + azz2 十 … 十 akzk 在 实 直 线 及 上 任意 阶 可 微 ， 
并 且 当 呈 > 大 时 , (d"/dz")f(z) = 0. 根据 定理 3.11, 有 理 式 f(z)/g(z), f(z),9g(z) 是 
多 项 式 , 并 且 它 们 在 R 上 除去 方程 式 g(z) = 0 的 根 外 任意 阶 可 微 . 
罕 函 数 ”对 于 任意 的 实数 a, 在 了 + = (0,+co) 上 定义 的 寡 函 数 z", 因为 (d/dz)z* = 
az -1 所 以 短 函 数 ze 任意 阶 可 微 , 并 且 
蕊 > =aa- l(a-2).(a—nt+l)r". (3.35) 
指数 函数 和 对 数 函数 。 因为 (d/dz)e* = e”, 所 以 无 论 对 指数 函数 ex 微分 多 少 次 ， 
它 都 不 会 改变 ; an 
下 一 ez. 
因为 (d/dz) Inz = z-1, 所 以 对 数 函数 Inz 也 任意 阶 可 微 . 根据 (3.35) 式 , (d" 
/drs = (-D"-iO 一 1)lz-", 所 以 
dm CD -IDL 


n= Ee (3.36) 


三 角 函 数 “因为 (d/dz) sinz = cosz,(d/dz)cosz = 一 sinz, 所 以 sinz,cosz 任意 阶 
可 微 , 并 且 


d2n-1 d2n 

mins = (—1)"-! cosz, mn (—1)" sinz, (3.37) 
d2n 一 1 d2n 

Wm T= (—1)" sinz, T= (—1)"” cosz. (3.38) 


因此 , 根据 定理 3.11, 除去 使 tanz = sinz/cosz 中 的 cosz = 0 的 点 z, 即 /2 十 mn 
m 为 整数 外 , tanz 是 任意 阶 可 微 的 . 

c) Taylor 公式 
定理 3.14 ” 设 f(z) 是 在 区 间 工 上 阶 可 微 的 函数 , 点 属于 区 间 工 则 对 于 属于 
区 间 工 的 任意 点 z, 存在 介 于 z 和 a 之 间 的 一 点 6 使 得 
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m1 p(k) n 
f=10+T -0 + La 
k=1 四 
成 立 . 
此 式 子 称 为 Taylor 公式 . 该 式 最 后 一 项 (f(6)/nl) (z 一 a)" 叫做 余 项 (rema- 
inder), 并 用 Rn 表示 . 习惯 上 把 介 于 z 和 a 之 间 的 & 写 为 : & =a+9(z 一 a),0<90<1. 
按 这 种 写法 , Taylor 公式 又 可 表示 为 : 


1(0) =f@) + {Oa + Oa +.. 


f("-d(a) 
(nC—1)! 


(5 —a)" + Rn, (3.39) 


(n), 
B= (eo) €=a+0(z—a), 0<0<1. 


当 n = 1 时 , (3.39) 式 可 以 归结 为 中 值 定理 (3.28) 式 . Taylor 公式 可 看 作 是 中 值 定 
理 的 推广 . 
定理 3.14 的 证 明 设 


n—l (k) 
F=f -f+ Oo 
F(z) 可 看 作 z 的 函数 . 则 F(z) 是 工 上 的 n 阶 可 微 函数 . 当 m < 大 时， 


dm /(z—a\ _ (2—a)*-™ 
让 ( A )= 人 一 ml 


所 以 , 当 m < n 一 1 时， 


(m+1) (n-1) 
PD) =) 1G Te 
从 而 ， 
F(a)=F'(a)=F"(a)=:…= Fo-D(a) =0. 


因为 F(z) 的 余 项 是 Rn, 所 以 只 须 证 明 F(z)/(z 一 a)" 可 表示 为 fo (5)/nl 即 可 . 为 
此 , 令 Gtz) = (7 一 a)", 则 当 m<n 一 1 时 ， 


Gz) =n(n Dn m+ (so)"-™", 
当 m =n 时, GO(z) =nl. 所 以 ， 


Gla) = G'(a) =G"(a) =…= Go-D(o) =0, 
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又 , 如果 工头 a, 那么 
G(z) #0, GO'(z)#0,.…, G™-D(z) #0. 


于 是 , 因为 在 a < z 和 a > z 两 种 情况 下 证 明 相同 , 所 以 我 们 仅 讨论 a。< z 的 
情况 . 当 F(a) = G(a) = 0,z 关 a 时 , G'(z) 关 0, 所 以 根据 3.3 节 的 定理 3.9, 存在 6 
满足 

F(z) _ F(z)— F(a) _ F'(&) 
Gz) G(z)-Gla) G'(&)’ 


再 由 定理 3.9, 存在 &2 满足 


P(E) _ FE) -Pla) _ pr) 
TE) GF) a) “< 各 < 对 


同 理 , 当 m = 3,4,5,…,n 一 1 时, 存在 ém 使 得 


Fm D(ém-1) _ FIM(ém) 
Gm-D(ém-1) Gm(ém) 


a<&<zr. 


， QO<ém<ém-1 


成 立 . 所 以 es 
4 F(z) _ F("-D(én-1) 

Ga) = gre)’ QQ< 名 -1<2Z. 

因为 FPC-D(z) = Jo)(z) 一 Jo-D(o,Ge-D(z) = nl(z 一 a), 所 以 ,根据 中 值 定理 ， 

存在 满足 


Fe-D(6 _ fd fo-D(o _ 1) 
GD) nbd) Eb 


F(z) _ F(z) fo 
(z—a)"* G(x) nl! 
在 上 述 证 明 的 最 后 一 段 中 , 我 们 是 利用 中 值 定理 证 明 的 , 但 如 果 改 用 (3.6) 式 ， 
则 有 


» GG<E€<Y. 口 


j0-D(G 1) -fr da) 
én-1—a 
这 里 , e(h) 表示 满足 jim e(h) = e(0) = 0 的 函数 . 因为 -1 介 于 x 和 a 之 间 , 所 以 
(1/nl) e(én-1 — a)(z —a)" =o((z -a)"), 因此 


= f(a) + e(én-1 — 0a), 


(n) 
FP) =o + -a)"). 
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所 以 ， 


1 = 10+ OG- ot + Oot) (40) 
如 果 fo-D(z) 在 点 a 处 可 微 那么 此 式 证 明 中 所 用 的 (3.6) 式 成 立 . 因此 , 如 
果 f(z) 在 IT 上 nn 一 1 阶 可 微 ,并 且 Jo-D(z) 在 点 a 处 可 微 ,那么 (3.40) 式 成 立 . 所 
以 (3.40) 式 是 (3.6) 式 的 推广 . 
如 果 f(z) 在 区 间 工 上 可 微 ,并且 f(z) 在 区 间 了 内 的 一 点 a 处 可 微 , 那么 当 
aa- 都 属于 区 间 工时 , 由 (3.40) 式 ， 


flat+h)= f(a)+f'(a)h+ Op + o(h?), 


fe) = ff Oh+ LO + oh?), 
因此 ， 
J@+ 月 +J- 月 -31 人 = ft+olt) 
所 以 


1 = ln {++ fe = = 29). 


Taylor 公式 (3.39) 的 余 项 及 ， nk. 0<g<n-1 的 一 个 整数 g 时 ,可 
用 


(3.41) 


[GE nn 
Te —a)",.€=a+0(z—a) 0<0<1 (3.42) 
表示 . 
钙 明 对 给 定 的 点 m 余 项 
W (n-1) 
Bn = (0) -fF0) -feo nt 一 on-: 


w Cn 
Pa =f(0) -0) -LD a -ot 


则 根据 假设 , f(z) 在 区 间 了 上 次 可 微 , 从 而 F(z) 在 工 上 是 关于 > 可 微 的 函数 . 
因为 


A A A -ae-op+ 
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所 以 ， 


_ To) 

F(a)= (nm —1)! 

并 且 易 见 F(a) =0. 令 G(z) = (a 一 z)"4, 则 由 3.3 节 的 定理 3.9, 在 > 和 a 之 间 存 
在 满足 


(a—z)"™1. 


Fo) _ F(a) -Fo) _ me) 
ta) ~ Gz) -Ga) 一 5 


的 一 点 &. 因为 G'(&) = 一 (n 一 q)(e 一 人 "1 所 以 


"| (n) a 
ro -Se = VES- 


所 以 , 若 再 将 z 与 a 互 换 回来 , 则 


Jo Ce 
CE 


这 里 , 若 令 €=a++9(z 一 a),0<0<1, 则 zf 一 = (1 一 9)(z 一 a), 所 以 


FE) (Lo 
nD) 


(3.42) 式 右边 称 为 Schlmilch 余 项 . 若 令 g =n 一 1, 则 (3.42) 式 变 成 : 


(z 一 a)” 2. 


有 Rn 三 


R= fa -gjn-ic -an €=a+0z-a), 0<0<1. (3.43) 


此 式 的 右边 称 为 Cauchy 余 项 . 当 4 = 0 时 , (3.42) 式 变 成 : 


= Oo), €=a+0(z—a), 0<0<1. 


此 式 右 边 称 为 Lagrange 余 项 .Taylor 公式 (3.39) 的 余 项 就 是 Lagrange 余 项 , 当 
4= 0 时 , (3.42) 式 的 上 述 证 明 给 出 了 Taylor 公式 (3.39) 的 另 一 种 证 法 . 可 是 在 此 
证 法 中 , 在 函数 fo" -0(z) 在 一 点 a 处 可 微 的 假设 之 下 , 不 能 证 明 (3.40) 式 . 

设 f(z) 是 区 间 工 上 任意 阶 可 微 的 函数 , 则 对 于 任意 的 自然 数 mw Taylor 公式 ， 


1/ (nm 一 D 
f=7Q+ 人 -9+…+ 全 -各 


(2—a)" 1+Rn 


成 立 . 此 时 , 如 果 在 区 间 了 内 的 每 一 点 


lim R, =0, 


了 一 oo 
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则 f(z) 在 区 间 工 上 用 = 一 a 的 赛 级 数 的 和 
0 =70+ 0a + LO- opt. + Or + 


来 表示 . 这 个 短 级 数 称 为 以 a 为 中 心 的 Taylor 级 数 , 或 者 称 为 f(z) 的 以 a 为 中 心 
的 Taylor 展开 (Taylor expansion). 另外 , f(z) 表示 为 (3.44) 式 的 形式 时 , 称 该 形式 
为 f(z) 在 区 间 工 上 以 a 为 中 心 的 Taylor 级 数 展 式 . 
例 3.6 ”考察 ez 的 以 a = 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 展 式 . 设 f(z) = er, 则 f(z) = 
ez, 所 以 fo)(0) = 1. 因此 有 Rn.= (es/n!) z". 又 因为 介 于 > 和 0 之 间 , 所 以 
上 | < |zl, 从 而 

|Rn| < a 一 0 (na 0%). 


所 以 , e* 是 在 实 直线 及 上 , 以 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 展 式 : 


ez =1+z+ 于 + 汗 贾 


这 正 是 我 们 在 2.3 节 中 得 到 的 ez 的 宕 级 数 表示 (2.10) 式 . 

同 理 , cosz 和 sinz 的 以 0 为 中 心 的 Taylor 展 式 即 是 它 的 宕 级 数 表示 (2.24) 式 
和 (2.25) 式 . 
例 3.7 Inz 的 Taylor 展开 . 设 f(z) = Inz, 则 根据 (3.36) 式 , f(z) = (1)"! 
(n 一 了 D1/z". 因此 , f(a)/n!l = (-D"-1/nan Rn = ((-1)"-1/n) (2 — 0)/8)". 因 
为 Inz 的 定义 域 是 R+ = (0,+oo), 所 以 z>0a>0. 当 ae<z 时 ,a<E<z. 所 以 ， 
如 果 z < 2a, 则 


当 z<a 时 ,z <&€<a. 所 以 ,如 果 z>a/2, 则 


和 一 Q 


é€ 有 
即 , 如 果 a/2 < z < 2a, 则 |(z 一 a)/é&| < 1, 因 此 


n 
1iz—a 


't IRn|== € 


对 0<z < a/2 的 情形 , 为 证 明 Rs 一 0(n 一 co), 如 果 采 用 Cauchy 余 项 (3.43) 式 
则 


一 0 (一 oo). 


CD n-1 m 
B= En (1—0"-!l(z—a)", €=a+0(z—a), 0<0<1. 
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设 0<z<wr=(a-z)/a 则 0<r<l 且 


了 一 QG @ 一 全 2、 rT < rT 
€ | a+boz-a 1-0r ~1-0’ 
因此 
el<| 守 | (< (SE 0 


所 以 , 在 区 间 (0,2a] 上 , Inz 的 以 a 为 中 心 的 Taylor 级 数 展 式 为 : 


ne=inet DCD" (5*) . (3.45) 
如 果 z > 2a, 则 (zaj/a > 1 因此 , 当 n 一 oo 时 , (1/n)((z 一 4)/4)" -+oo. 
所 以 Taylor 展开 (3.45) 式 不 成 立 . 即 当 z > 2a,n 一 oo 时 , Rn 一 0 不 成 立 . 在 
(3.45) 式 中 如 果 令 a = 1,z = 2, 则 得 
In2=1-— 3 +3 2 i 
d) 凸 函数 和 四 函数 
设 f(z) 是 关于 z 的 函数 , 且 区 间 了 包含 于 f(z) 的 定义 域 . 对 于 区 间 工 内 的 任 
意 两 点 z1,z2,z1 去 2 和 使 得 和 + 人 = 1 的 任意 正 实数 和 ,1, 如 果 恒 有 不 等 式 


1 
中 汪 呈 2 (3.46) 


1 
5 


fz1 + p72) < Mf(z1) + pf (22) (3.47) 
成 立 , 则 称 函数 f(z) 在 区 间 工 上 是 凸 的 (convex), 或 向 下 凸 . 如 果 便 有 不 等 式 
fr1+ 172) < Af(zl)+Hf(z?) (3.48) 


成 立 , 则 称 函数 f(z) 在 工 上 严格 凸 (strictly convex). 
设 Gy 是 函数 f(z) 的 图 像 , 并 且 令 P= (zt f(z1)), 忆 = (za f(z2)), 则 
P= (Mr1 + p72,M(T1) + pf (22)) 
是 线段 PP 上 的 点 ， 
Q@= (Azi 十 pr2zj(Azl+Hzo)) 
是 Gt 上 的 点 . 因此 , 不 等 式 (3.47) 式 恒 成 立意 味 着 线段 已 媚 上 每 一 点 已 或 者 在 
图 像 Gy 的 “上 侧 ”, 或 者 是 在 图 像 Gf 上 , 不 等 式 (3.48) 式 恒 成 立意 味 着 线段 PP 
上 每 一 点 已 , P 关 了 忆 , 均 在 图 像 Gy 的 “上 侧 ”. 
对 于 了 内 的 任意 两 点 zt zz 和 使 + = 1 的 任意 正 实数 和 ,j, 使 (3.47) 式 的 
不 等 号 取 相 反 符 号 时 , 即 不 等 式 
f(z1 + pr2) > Af(T1) + pf (72) 
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便 成 立 , 则 称 函 数 f(z) 在 工 上 是 四 的 (concave) 或 称 向 上 凸 . 若 不 等 式 
fz1 + p72) > Af(zi) 十 HAf(za) 


恒 成 立 , 则 称 f(z) 在 工 上 严格 目的 (strictly concave). 如 果 函 数 f(z) 在 工 上 凹 或 严 
格 凹 , 那么 函数 - f(z) 在 工 上 凸 或 严格 凸 . 所 以 下 面 我 们 将 主要 考察 凸 函 数 . 
定义 在 区 间 工 上 的 函数 f(z) 在 TT 上 同时 , 称 f(z) 为 凸 函数 (convex function). 
进而 f(z) 在 工 上 严格 凸 时 , 称 f(z) 为 严格 凸 函数 (strictly convex function). 也 可 同 
样 定义 四 函数 和 严格 四 函数 . 
定理 3.15 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 2 阶 可 微 . 
(1) 函数 f(z) 在 工 上 凸 的 充分 必要 条 件 是 在 工 的 内 点 z 处 忆 有 f(zx) > 0. 
(2) 如 果 在 工 的 内 点 z 处 恒 有 f”(z) > 0, 则 f(z) 在 I 上 严格 西 . 
证 明 (1) 首先 假设 f(z) 在 工 上 凸 , 证 其 在 工 的 内 点 z 处 恒 有 f"(z) > 0. 由 假设 ， 
不 等 式 (3.47) 式 , 即 
fz1+ p52) < Mf(T1) + pf (2) 


成 立 . 车 z 是 了 的 内 点 , 令 zi =z 一 心 zaz=z 十 儿 入 = 人 = 1/2, 则 MXzl 二 Hza = 7. 
因此 
f(s) < 3f(e -+ 3+ 有. 


所 以 由 (3.41) 式 ， 
0) = hm /++ 2) >0 


反之 , 假设 在 工 的 内 点 > 处 恒 有 f”(z) > 0, 证 函数 f(z) 在 I 上 凸 . 为 此 , 把 不 
等 式 (3.47) 式 两 边 的 差 表示 为 : 


A= Xf(z1) + pf(72) — f(AT1 + p72). 
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当 zl < za 时 , 令 a = Xzl 十 Jz2, 则 由 Taylor 公式 (3.39) 式 ， 
fle) -10) = 7 0 +i) ,mh < 


f(z2) 一 fa) = f (0)(z2 — a)+ Go) 一 0，a< 包 <z2. 


在 两 个 等 式 两 边 分 别 乘 以 和,y, 再 将 两 个 等 式 同 边 相 加 , 则 因为 Xzi 一 ao)+A(zz 一 o) = 
和》zl 十 hrz 一 4 二 0, 所 以 


和 = 了 "Gea 0) + B47"(é) (ra 一 oj? (8.49) 


因为 fu6a 都 是 区 间 了 的 内 点 , 所 以 由 假设 , 1"(&) > 0, "(6z) > 0, 故 4 > 0, 即 不 
等 式 (3.47) 式 成 立 . 因此 本 数 f(z) 在 工 上 凸 . 

(2) 假设 在 工 的 内 点 > 处 恒 有 7"(z) > 0, 则 在 (3.49) 式 中 , 因为 /7(&1) > 
ovtea) > 0 所 以 A > 0. 即 不 等 式 (3.48) 成 立 . 所 以 函数 f(z) 在 工 上 严格 西口 
推论 f(z) 在 区 间 工 上 2 阶 可 微 

(1) 函数 /fa) 在 工 上 四 的 充分 必要 条 件 是 在 了 的 内 点 = 处 恒 有 jz) < 0 成 
立 

(2) 在 了 的 内 点 z 处 如 果 恒 有 7"tz) < 0, 则 f(z) 在 工 上 严格 四 

6) 极 大 和 极 小 

关于 极 大 和 极 小 我 们 已 经 在 高 中 数学 中 学 过 . 设 f(z) 是 区 间 了 上 的 连续 函数 
4 是 区 间 了 的 内 点 . 对 于 某 个 正 实数 s 当 0< |z 一 a| <e 时 ,如果 f(z) < f(a) 成 
立 ,那么 称 f(a) 是 画 数 f(z) 的 极 大 值 ; 当 0 < lz 一 a < = 时, 如果 f(z) > 1(a) 成 
立 ,那么 称 f(a) 是 画 数 f(z) 的 极 小 值 将 极 大 值 、 极 小 值 统称 为 极 值 . 这 里 a 因为 
是 工 的 内 点 ,所 以 可 以 认为 a 的 = 邻 域 (a 一 ea+ 6) 包含 在 工 内 .于 是 , 当 /to) 是 
函数 f(z) 的 极 大 值 时 ,7(o) 也 是 区 间 (a - sa + e) 上 的 f(z) 的 最 大 值 ; 当 7(a) 是 
函数 f(z) 的 极 小 值 时 , f(a) 也 是 区 间 (ae 一 es,a+e) 上 的 f(z) 的 最 小 值 . 因此 , 可 由 
与 3.3 节 中 引 理 3.1(Rolle 定理 ) 的 完全 相同 的 证 明 方法 , 获得 下 面 的 定理 ， 
定理 3.16 ”如 果 在 区 间 了 上 可 微 的 函数 f(z) 在 的 内 点 a 处 取 极 值 ,那么 Pa) 一 0. 

由 定理 3.16, Jr(a) = 0 是 fa) 成 为 本 数 f(z) 极 值 的 必要 条 件 , 但 它 并 不 是 充 
分 条 件 . 假设 f(z) 在 区 间 了 上 2 阶 可 微 , 则 根据 Teylor 公式 (3.40) 式 , 当 Fa) = 0 
时 ,有 ’ 

f(0) = (9) + Lo + ol(e -0)). 


当 /7(a) < 0 时 , 如 果 取 正 实数 = 充分 小 , 则 只 要 0 < lz -ao < 6 就 有 二 (x - 
oj)? 二 allo 一?) < 0 成立 ,所 以 f(a) 是 函数 f(z) 的 极 大 值 . 同 理 ,如 果 7"(a) > 0， 
则 f(e) 是 函数 f(z) 的 极 小 人 
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下 面 我 们 为 了 讨论 f”(a) = 0 的 情况 , 考察 当 a = 0 时 , 满足 f"(0) = f”(0) =0 
的 典型 函数 f(z) = z", n 是 大 于 等 于 3 的 自然 数 . 


因为 19(z) = n(n 一 了 )…(n 一 上 十 1)z"*, 所 以 
f(0)= (0)=7"(0) = = "(0) =0, f"(0)=n,, 


并 且 当 n 是 奇数 时 , 如 果 z > 0, 那么 z* > 0; 如 果 z < 0, 那么 z* < 0. 所 以 
f(0) = 0 不 是 函数 f(z) = z" 的 极 值 . 当 n 是 偶数 时 , 如 果 工头 0, 那么 z > 0, 所 
以 f(0) =0 是 f(z) =z" 的 极 小 值 . 
一 般 地 , 下 面 的 结论 成 立 : 
定理 3.17 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 了 上 mn 阶 可 微 ,n> 2, 并 且 f(z) 在 了 的 内 点 a 处 ， 
有 
f(@)=f"(0) = =f" Dd(0)=0, f(a) #0, 


那么 , 当 n 是 奇数 时 , f(a) 不 是 函数 f(z) 的 极 值 . 当 n 是 偶数 时 , 若 f(a) > 0 则 
f(a) 是 f(z) 的 极 小 值 ; 车 f(a) < 0 时 , 则 f(a) 是 f(z) 的 极 大 值 . 
证 明 根据 Taylor 公式 (3.40) 式 ， 


f(a) 


n! 


f(z)= f(a)+ 


(z—a)" +o((z — a)"). 


因此 , 如 果 取 正 实数 。 充分 小 , 那么 当 0 < lz 一 al < < 时 , f(z) -f(a) 的 符号 和 
(fo(o)/nD (z - o)” 的 符号 一 致 , 从 而 易 证 定理 3.17 成 立 . 口 
当 f(z) 在 区 间 I 上 n 阶 可 微 , 并 且 在 区 间 了 的 内 点 a 处 , f'(a) = f(a) = 
…= fm-D(a), f(a) 关 0,n 是 大 于 等 于 3 的 奇数 时 , 称 f(a) 为 函数 f(z) 的 平稳 
值 (stationary value), a 为 f(z) 的 平稳 点 . 当 f(a) 是 f(z) 的 平稳 值 时 , 由 Teylor 公 
式 ， 


(n) 
f= Ee- + 
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所 以 , 如 果 f( 中 (a) > 0, 那么 在 点 a 的 邻 域内 , 当 z > a 时 , f(z) > 0; 当 z < a 时， 

f"(z) < 0. 因此 如 果 取 正 实数 = 充分 小 , 那么 根据 定理 3.15 和 它 的 推论 , 函数 f(z) 

在 区 间 [aa+esl 上 严格 凸 , 在 区 间 [a 一 ,a] 上 严格 凹 . 同样 , 如 果 f(a) < 0, 那么 

函数 f(z) 在 区 间 [a,a + el 上 严格 四 , 在 区 间 [a 一 6,a] 上 严格 凸 . 因此 , 在 平稳 点 的 

邻 域内 , x < a 时 和 z > a 时 , 函数 的 凹凸 性 正好 相反 . 

正如 我 们 在 高 中 所 学 过 的 , 当 函 数 f(z) 给 定时 , 通过 考察 f(z) 的 增 减 、 极 值 、 

凹凸 , 就 容易 画 出 函数 的 近似 图 像 Gy, 并 且 易于 了 解 函数 f(z) 的 性 质 . 

例 3.8 ”考察 定义 在 区 间 (0, +co) 上 的 函数 f(z) = Inz/z?. 由 2.3 节 的 例 2.9， 
Inz i lnz _ 


im -2 一 二 
了 一 十 oo T’ Z 一 十 co T 了 

设 t=1/z, 则 A 
lim 32 =— lim tInt= 一 oo， 
s+0 7: t 一 十 oo 


并 且 显 然 有 J(1) = 0. 因为 
J 、 1-2lnz mw 、_ 6lnz—5 

f(t) = 一 f (Cs 
所 以 (Ve) = 0, 并 且 当 z < Ve 时 , f(z) > 0; 当 z > Ve 时 , 了 7(z) < 0. 因此 ,根据 
3.3 节 的 定理 3.6, f(z) 在 区 间 (0, Ve ] 上 单调 递增 , 在 区 间 (Vs, +co) 上 单调 递减 . 
所 以 f(VS) = 1/(2e) 是 f(z) 的 最 大 值 . 进而 , 当 > < e5/ 时 , f(z) < 0; 当 z > e5/6 
时 , j(z) > 0. 因此 根据 定理 3.15 及 它 的 推论 , 函数 f(z) 在 区 间 (0,e5/s) 上 严格 四， 
在 区 间 [es/6, +oo) 严格 凸 , 并 且 f(e5/5) = (5/6)(1/e5/3). 


3.4 高 阶 微分 121 


f) 函数 的 级 

如 果 定 义 在 区 间 工 上 的 函数 f(z) 是 nn 阶 可 微 的 , 并 且 它 的 n 阶 导 函 数 Jo(z) 
连续 时 , 称 函 数 f(z) 在 I 上 n 阶 连续 可 微 (n-times continuously differentiable), 并 
称 f(z) 是 B" 类 的 函数 (function of class B"). 1! 类 的 函数 即 是 光滑 函数 . 当 函 
数 f(z) 任意 阶 可 微 时 , 称 函数 f(z) 是 无 限 阶 可 微 (infinitely differentiable), 或 者 称 
函数 f(z) 是 多” 类 的 函数 (function of class 多”), 或 者 BB 函数 . 

在 现代 数学 中 , 处 理 n 阶 连续 可 微 函 数 的 机 会 要 比 处 理 n 阶 可 微 函 数 多 . 这 是 
因为 既然 已 假设 存在 n 阶 导 函数 , 再 连带 假设 它 连续 是 很 自然 的 事情 . Ge 类 函数 
在 流 形 理论 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 

用 “n 阶 连续 可 微 ' 将 上 述 定理 3.11、 定 理 3.12 和 定理 3.13 中 的 “mn 阶 可 微 ” 
替换 后 , 定理 依然 成 立 . 
定理 3.18 (1) 如 果 函 数 f(z),9(z) 是 %" 类 函数 , 则 它们 的 线形 组 合 cl fj(z)+cag(z) 
以 及 它们 的 积 f(z)g(z) 也 是 多 " 类 函数 , 并 且 如 果 恒 有 g(z) 关 0 时 , 则 商 f(z)/g(z) 
也 是 多 " 类 函数 . 

(2) 设 函 数 f(z) 是 关于 z 的 8" 类 函数 , g(y) 是 关于 y 的 8" 类 函数 , 则 复合 
函数 g(f(z)) 是 关于 z 的 B" 类 函数 . 

(3) 如 果 ! = f(z) 是 关于 z 的 %" 类 单调 函数 , 并 且 恒 有 f(z) 关 0, 则 反 函 数 

= 三 10) 是 y 的 9" 类 单调 函数 . 

这 里 , 函数 f 和 9 的 定义 域 与 定理 3.11、 定 理 3.12 和 定理 3.13 中 的 假设 是 同 
样 的 
证 明 (1) 由 定理 3.11 和 (3.32) 式 , 函数 c1f(z) + cag(z), f(z)g(z) 和 f(z)/g(z) 是 
n 阶 可 微 的 , 它 的 n 阶 导 函 数 是 f(z), 了 (2),… Joo(z),g(z),g(z) go(z) 的 多 
项 式 或 者 是 以 (g(z))"t 为 分 母 的 有 理 式 . 因此 它们 是 连续 函数 . 

(2) 根据 定理 3.12, g(f(z)) 是 n 阶 可 微 函 数 ,并且 (d"/dz")g (f(z)) 是 f(z),…， 
f 中 (z),g' (f(z)),…,g9 中 (f(z)) 的 多 项 式 . 由 假设 , 因为 f(z),… ,f(z),g'(y),……， 
g((y) 是 连续 函数 , 所 以 (d"/dz")g (f(z)) 也 是 连续 函数 . 

(3) 根据 定理 3.13, z = 广 !(gy) 是 关于 y 的 n 阶 可 微 函 数 , 并 且 


dz 加 (ff 
于 -人 的 


根据 假设 , 因为 f(z),…,f((z) 是 关于 z 的 连续 函数 , f'(z) 地 0, > = -1(y) 是 关 
于 vy 的 连续 函数 , 所 以 , d"z/dy” 是 关于 y 的 连续 函数 口 

因为 对 于 所 有 的 自然 数 w% 2" 类 的 函数 即 是 多 类 函数 , 所 以 , 用 “Ge 类 ” 赫 
换 定理 3.18 的 “Bm 类 ” 则 定理 依然 成 立 . 


122 第 3 章 微分 法 则 


_ 对 于 实 直 线 R* 上 的 点 a, 把 包含 a 的 开 区 间 U = (apB)ha<a< 有 称 为 a 的 邻 

域 . a 的。 邻 域 Ue(a) = (a 一 e,a+e) 是 a 的 一 个 邻 域 
设 f(z) 是 定义 在 开 区 间 工 上 的 ~ 类 函数 . 当 f(z) 在 以 属于 了 内 的 各 点 a 

为 中 心 的 a 的 邻 域 上 都 可 展 成 Taylor 级 数 时 , 称 f(z) 为 实 解析 函数 (real analytic 
function), 或 者 称 f(z) 在 工 上 是 实 解析 的 (real analytic). 
例 3.9 在 3.4 节 的 例 3.6 中 , 把 ez 展 成 了 以 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 ,同样 ,er 也 
能 以 任意 点 a 为 中 心 展 成 Taylor 级 数 . 即 , 令 f(z) = e 时 , 因为 fo(z) = er, 所 
以 由 Taylor 公式 (3.39) 式 ， 


6 一 6 + 扫 Ce 一 a) 十 … 十 i(2 — a)™ 二 填写 eo) 


i 
并 且 因 为 《 介 于 a 与 z 之 间 , 所 以 当 z > ae 时 , ef < er; 当 z 和 a 时 ,es < er. 无 论 
哪 种 情况 都 有 lim_ (es/nl) (z 一 a)”= 0 成立. 因此 ， 


Ee”=e" + D+ 0)? 十 ， .+ 机 (2 a)" 十 ， 


所 以 , e* 是 定义 在 实 直线 R 上 的 实 解析 函数 

同样 , cosz,sinz 也 是 R 上 的 实 解析 函数 . 

如 例 3.7 所 述 , nz 在 以 任意 点 ce R+ = (0,+oo) 为 中 心 的 的 邻 域 (0,2a) 
上 可 展 成 Taylor 级 数 , 即 Inz 在 R+ 上 是 实 解析 函数 . 

留 c 类 函数 未 必 是 实 解析 函数 . 
例 3.10 ”在 实 直线 R 上 , 定义 函数 V(z) 如 下 : 


0, r<0, 
Wo) { e-l/z，z >0. 
则 函数 V(z) 是 8 类 函数 . 

[证 明 ] 因为 dime /® = 0, 所 以 %(z) 是 实 直线 及 上 的 连续 函数 . 根据 定理 
3.18, (z) = e-1? 在 区 间 (0, +co) 上 是 ~ 类 函数 . 在 区 间 (-co,0] 上 y(z) 当然 
也 是 89。 类 函数 , 并 且 对 于 所 有 的 自然 数 mw 都 有 %)(z) = 0. 当 z > 0 时， 

殉 '(z) = V"(z) = Ee EY 


一 般 地 ， 
Yo) = 型 四 eVs，(z) 是 z 的 多 项 式 (3.50), 
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这 可 由 关于 的 归纳 法 很 容易 地 验证 . 即 , 如 果 假设 (3.50)*-: 成 立 , 则 通过 简单 计 
算 可 得 


4 -二 ( 千 量 -外 -于 a 罗 + oe) ye 


dr \ ran Tn 
所 以 , 如 果 令 
(7) = [1 — (2n — 2)z] Bi1(7) + £2 Wz), (3.51) 
则 (3.50)。 成 立 . 于 (7z) = 1, 玩 (z) = -2z 十 1, 一 般 地 , 于 ,(z) 是 满足 
(2) = (—1)" -nls -1+...+1 (3.52)n 
的 关于 z 的 n 一 1 次 多 项 式 . 这 是 因为 , 若 假设 (3.52)%-1 成 立 , 则 根据 (3.51) 式 ， 


Vn(®) = [1 — (2n — 2)z] Bn 1(z) + 2? B17) 
=[1— (2n—2)z]((-1)"(n— Dlr" 2 十 十 1) 
+ 22((1—)"(n — 1)!(n ~— 2)z"-3+...) 
=(-D)" intzn" 1 十 … 十 1. 


因为 当 z > 0 时 , WW(z) > 0， 所 以 Wz) 在 区 间 (0,+co) 上 单调 递增 ， 显 然 ， 
im ea = 1. 又 因为 当 0 < z < 1/2 时 , yy(z) > 0; 当 z > 1/2 时 , W(z) < 0. 所 
以 函数 y(z) 在 区 间 (0,1/2] 上 严格 凸 , 在 [1/2, +co) 上 严格 四 . 
设 t=1/z, 则 根据 2.3 节 的 (2.6) 式 , 对 于 任意 的 自然 数 m， 
tm 


lim 工 el = lim 人 O=0. 
Z 一 十 0 Tm t 一 十 co et 


“所 以 ,根据 (3.50)n 式 和 (3.52)n 式 ，limw"(z) = 0, 又 因为 当 z < 0 时 ,VC(z) =0. 

所 以 
lm VW) = 0. 

利用 此 结果 , 可 如 下 验证 (z) 是 B~ 类 函数 . 首先 , 函数 %(z) 在 R 上 连续 , 并 且 
除 z = 0 外 是 连续 可 微 的 , 且 lim (7) = 0. 所 以 根据 3.3 节 中 定理 3.10 的 推论 ， 
Y(z) 在 z=0 处 也 可 微 ,并 且 (0) = lim w(x) = 0. 即 函 数 %(z) 在 RR 上 是 1! 类 
函数 . 现 假设 函数 %(z) 在 及 上 是 8"1! 类 函数 , 则 函数 "D(z) 在 及 上 连续 , 除 
z =0 外 连续 可 微 , 并 且 lim yn)(z) = 0. 所 以 , 再 根据 定理 3.10 的 推论 , "D(z) 
也 在 > = 0 处 可 微 ,并且 Vm(0) = limw™(z) = 0. 即 %(z) 在 及 上 也 是 多 " 类 函 
数 . 所 以 , 根据 关于 n 的 归纳 法 , 函数 y(z) 是 多” 类 函数 . 口 
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VO=e™ 


由 上 述 讨论 可 知 , 虽然 函数 %(z) 是 ”类 函数 , 但 在 0 的 任意 邻 域 (-e, +e),e > 
0 上 , W(z) 都 不 能 展 成 以 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 . 事实 上 , 如 果 假 设 函数 (x) 在 
(-e, +e) 上 能 展 成 以 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 ， 
J (n) 
wp(z) = (0) 十 +. Ot 
那么 W(0), 录 (0)……%(9(0),，… 全 部 为 0, 这 与 当 -e <z<e 时 Ww(z)=0, 当 z>0 
时 w%(z) = el/* > 0 相 了 矛盾 . 所 以 %(z) 不 是 实 解析 函数 , 当然 Taylor 公式 ， 


(n) 
ya = Er, €=0r, 0<0<1 


成 立 . 但 当 n 一 oo 时 ，(% (6)/nD z? 一 0 不成立 . 
定理 3.19 ”对 于 实 直 线 R 上 的 任意 两 点 a, b, a < b, 存在 满足 以 下 条 件 的 R 上 的 
多 % 类 函数 p(7): 
当 z<a 时 plz) = 0， 
当 a<z<b 时 0<plz)<1， (3.53) 
当 z > 时 p(z) = 1. 


证 明 ”利用 上 面 例 3.10 的 函数 V(z), 令 


V(z 一 Jo 


?0) = To) ro) 
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DPC 


当 z>a 时 ,Wiz-al > 0; 当 z <b 时 , Vw(b 一 Zz) > 0. 因此 恒 有 w(z 一 a) > 0， 
一 z) > 0. 所 以 对 于 任意 z, 都 有 y(z 一 a) +V( 一 z) > 0, 从 而 , 根据 定理 3.18， 
函数 p(z) 是 及 上 的 多 "。 类 函数 . 显然 函数 p(z) 满足 条 件 (3.53) 式 . 口 
推论 ”对 于 及 上 的 任意 2 点 o b, a < 及 任意 正 实数 <, 存在 满足 下 述 条 件 的 R 
上 的 多 ee 类 函数 p(z): 恒 有 0< pl(z) < 1, 并 且 


当 a<sz<b 时 p(z)=1， 
当 z <a-e 时 plz)=0， 
当 z>b+e 时 p(z)=0. 


证 明令 函数 pi(z) 是 便 满 足 0 < pi(z) < 1 的 8s。 类 函数 , 并 且 当 > < a 一 e 时 ， 
pi(z) = 0; 当 z>a 时 , pi(z) = 1. pz(z) 是 便 满 足 0 < oa(z) < 工 的 多 se 类 函数 , 并 
且 当 z 和 时 , pa(z) = 0; 当 z >5+e 时 , pz(z) = 1. 则 令 


pz) = Pi(z)(1 一 pa(z)) 


即 可 . 后 
当 任意 给 定 R 上 的 Ge。 类 函数 f(z),g(z) 时 , 选择 一 个 满足 上 述 推论 条 件 的 
函数 p(z), 并 令 

h(z) = (1 — p(x))f(z) + p(z)g(7), 
则 h(z) 也 是 R 上 的 8 类 函数 , 并 且 


当 a<z<5b 时 h(z) = g(z)， 
当 z<a-e 时 h(z)= f(z), 
当 z>6+e 时 h(z) = f(z). 


如 上 所 述 , 关于 %” 类 的 函数 , 对 给 定 的 类 函数 f(z) 只 将 区 间 (a 一 e,b+e) 


上 的 部 分 “变形 ”. 构造 新 的 8” 类 函数 h(z), 在 区 间 [4,3] 上 h(x) 能 和 预先 给 定 的 
% 类 函数 g(z] 一 致 , 即 ”类 西数 能 够 自由 变形 . 
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实 解析 函数 不 能 这 样 变形 . 即 : 
定理 3.20 ” 设 函 数 f(z),g(z) 都 是 开 区 间 工 上 的 实 解析 函数 . 如 果 在 区 间 工 上 的 
一 点 4 的 一 个 邻 域 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 , 则 在 整个 区 间 了 上 f(z) 与 g(z) 一 致 . 
证 明 设 I= (b,c),b<a<c. 首先 证 明 在 区 间 [a,c) 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 . 由 假设 
可 知 , 存在 正 实数 s, 使 得 当 a < z < a 十 e 时 , f(z) = g(x) 成 立 . 于 是 , 令 a<z<t 
时 , 满足 f(z) = g(z) 的 ta < t < c) 的 全 体 集 合 为 7, 了 的 上 确 界 为 s:s= sup(t). 


则 显然 , a 十 e < s < c, 并 且 如 果 a < z < s, 则 存在 满足 z < t < s 的 一 点 te 了 
所 以 f(z) = g(z). 即 在 区 间 [a,s) 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 ,为 了 说 明 s = co, 我 们 假设 
s <c. 则 根据 假设 , 在 s 的 某 个 邻 域 5 一 0.s+ 5),5 > 0 上 函数 f(z),g(z) 可 以 展 成 
以 s 为 中 心 的 Taylor 级 数 : 


1@) = 0) + Le e+. 


g(z) = g(s) 十 A je 


因为 当 a < z < s 时 , 有 f(z) = g(z), 对 于 所 有 的 自然 数 n, 当 a < z<s 
时 , f 四 (z) = 9gC(z)， 因 此 根据 f(z),g(z), f(z),g"(z) 的 连续 性 可 知 f(s) = 
g(s), fm(s) = gm(s), 即 上 述 的 f(z) 的 Taylor 级 数 与 g(z) 的 Taylor 级 数 一 致 . 所 
以 , 当 a < z < s+65 时 , f(z) = g(z), 这 与 是 T 的 上 确 界 相 矛 盾 . 所 以 s =c, 即 
在 区 间 [a,c) 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 . 同 理 , 在 区 间 (6,a] 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 . 所 以 ， 
在 T= (b,c) 上 , f(z) 与 g(z) 一 致 

上 面 我 们 对 了 是 有 限 开 区 间 的 情况 进行 了 讨论 , 当 了 = (b,+oo) 时 , 对 于 任意 
的 oa <e < +oo, 因为 在 区 间 (b,c) 上 f(z) 与 g(z) 一 致 ,所 以 在 TI 上, f(z) 与 g(z) 
一 致 . 当 工 = (-oo,c) 或 T= (-co, +oco) 时 , 同样 , 易 知 在 工 上 f(z) 与 g(z) 一 致 . 口 
推论 ” 设 f(z) 和 g(z) 是 定义 在 区 间 1 上 的 实 解析 函数 , a 是 属于 了 的 点 如果 
f(a) = g(a), 并 且 对 于 所 有 的 自然 数 n, 都 有 fC)(a) = g 仆 (a), 那么 在 工 全 体 上 ， 
fz) 和 g(z) 一 致 . 
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证 明 ”根据 假设 可 知 , f(z) 和 g(z) 的 以 a 为 中 心 的 Taylor 展 式 一 致 , 所 以 , 在 a 的 


邻 域 上 ,ja) 与 g(z) 一 致 从 而 在 全体 上 f(z) 与 g(z) 一 致 0 
习 题 
21. 通过 直接 计算 极限 Jim 纺 十 外 一 2 来 证 明 = 的 函数 2"( n 是 自然 数 ) 的 导 桓 数 是 


22. 


27. 


28. 


nz™ (3.2 节 qd)). 
证 明 函 数 f(z) 在 区 间 fa, +eo) 上 可 微 , 并 且 存在 一 点 6 a < & < +oo, 使 得 当 lim、 
f(z) = f(a) 时, 了 '(é) = 0(Rolle 定理 的 扩展 ). 


, 设 f(z) 和 g(z) 在 区 间 [a,5) 上 连续 , f(a) = g(a) = 0, 并 且 在 (a,5) 上 可 微 , g'(z) 冯 0. 


er Le) 
证 明 如 果 存 在 极限 1 一, lis。 全, 则 lyf} 一 


3 


. 当 a > 0,6 > 0 时 , 试 求 极限 im 全 过) ”的 人 


eh cosz = 0 仅 有 唯一 解 . 
26. 


设 让 se =(-D)" Haw)e-, 则 后 (z) =22, H(z) 一 4? 一 2. 证 明 Ha(z) 是 2 的 


nn 次 多 项 式 , 代数 方程 式 H(z) =0 有 个 相 异 的 实 根 应 用 Rolle 定理 和 它 的 推广 ( 习 
题 22)]. 称 Hn(z) 为 Hermite 多 项 式 . 


设 f(z) 在 区 间 工 上 是 2 阶 可 微 的 函数 , 并 且 在 区 间 上 但 有 f”(z) 关 0. 中 值 定理 
f(z+h)= f(z)+f (z+0h)h, 0<9<1 

中 的 9 由 = 入 来 唯一 确定 , 如 果 = 给 定 , 试 证 lim0 一 

eh fn 在 区 间 [a,8] 上 是 2 阶 可 微 的 , 并 且 f"(z) > 0, f(a) < 0,f(b) > 0. 则 


JU ,fb 
b= b— po) = b Fo) 一 般 地 , 设 
=bn 1 fod 3,4,5,.. 
bn = bn—1 了 (6 n=3,4,5,.., 


试 证 数列 {bn} 收敛 于 方程 式 f(z) = 0 的 介 于 a,b 之 间 的 唯一 解 ( 试 画 函数 f(z) 的 图 
像 考虑 ). 求 f(z) = 0 的 解 的 近似 值 bn 的 方法 称 为 Newton 近似 法 . 


. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [o, 引 上 2 阶 可 微 , 并 且 f"(z) > 0. 证 明 对 于 任意 的 zwa < zk < 


bk 二 1,2,3,…,n, 不 等 式 


(zl 十 zz 十 … 十 zn) f(z) + f(z2) + :+ f(rn) 
f < 全 


成 立 , 并 且 等 号 仅 限于 zi = za = zs = … = zn 时 成 立 . 


. 证 明正 实数 “a1,a2,…,an 的 几何 平均 数 (aoz…on)x/” 不 超过 算术 平均 数 


也 十 中 十 一 十 由 是 2 的 不 等 式 中 用 -nz 代 fo 


第 4 章 积分 法 
41 定 积 分 


虽然 我 们 在 高 中 已 经 学 过 积分 法 , 但 是 本 章 仍然 从 定 积分 的 定义 开始 . 

al) 定 积分 的 定义 

设 f(z) 是 在 闭 区 间 [o, 如 上 的 连续 函数 . 在 区 间 fo 中 上 取 m+1 个 点 zo, 1， 
Z2，…Zm 使 得 


G=%0 <T1 <T2 < <ThL <Tk < <Tm1 < Tim=b, 


这 些 点 将 区 间 任 意 分 割 成 m 个 子 区 间 [zk-1, Zk], 二 1,2,3,…,m, 并 且 由 这 m+1 
个 点 的 集合 4 = {zo,Z1,72,… ,zm-1,Tm} 确定 的 分 割 , 叫做 分 割 A. 当 分 割 4 给 
定时 , 对 每 一 个 k, 取 一 点 k, 使 得 zk-1 < 6 < zk, 并 设 


04 = >》 JE)(ze — Zk-1). 
k=l 


当 在 区 间 [a 内 恒 有 f(z) > 0 时 , 因为 f(&k)(zk 一 zk-1) 为 矩形 
Ry = [Zk-1, Zk] x [0,J(Eb] = {(z2, WI-1 < 2 < Tk,0 < y < f(Ek)} 


的 面积 . 所 以 o4 是 相互 之 间 没有 任何 公共 内 点 的 m 个 矩形 的 并 集 RiU RU…U 
Rk U…U Rm ( 即 上 图 阴影 部 分 ) 的 面积 . 严格 说 来 , 我 们 还 没有 定义 平面 上 点 集合 
的 面积 , 因此 我 们 就 将 ca 定义 为 及 U Ro U…U Rk U…U Rm 的 面积 . 根据 2.2 


II 
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节 的 定理 2.4, 函数 f(z) 在 闭 区 间 [fo, 如 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 设 f(z) 在 闭 区 间 
[zk-1, zk] 上 的 最 大 值 为 Mi, 最 小 值 为 px, 并 令 


m 
Sa = Me(zk — zk-1), 
k=1 


如 
s4 = >》 wk(zk — Tk-1). 


k=1 
因为 jx < f (5k) < Mx, 所 以 
SA IA<Sa. (4.1) 

由 于 f(z) 是 闭 区 间 a, 上 的 连续 函数 , 所 以 根据 2.2 节 的 定理 2.3, 函数 f(z) 
在 [如 上 是 一 致 连续 的 , 即 对 于 任意 正 实数 <, 存在 一 个 正 实数 5(e), 使 得 对 [a, 冲 
内 任意 两 点 z 和 z/， 

只 要 lz 一 z|<6(e)， 就 有 ”|f(z) 一 f(z < < 成 立 . 
又 因为 px = f(ax), Mx = f (Bk), Tk-1 < Qk < Tk Tk-1 < Bk < Tk, 所 以 ， 
只 要 zk 一 Zk-1<6(e)， 就 有 ”Mi 一 jx <e 成 立 . 

因此 , 如 果 mm 个 区 间 [zk-1,zx] 的 区 间 长 度 的 最 大 值 用 


6[A] = max(zk — Zk-1) 
来 表示 , 那么 只 要 5[4] < 6(e), 就 有 


Sa—sA= 六 ou 一 Ar)(zk — Tk-1) < De 一 Zk-l) < etb 一 0). 
k=1 


若 将 i(e/(b 一 a)) 重新 改写 成 5(s), 即 
如 果 65[4]<i(le)， 那 么 Sa 一 sa<e. (4.2) 


对 于 区 间 [w, 刀 的 任意 分 割 A = {26,z1,… 2h-124} ,4 二 20 < 71<22.…*< 
z= b, 将 4 和 A’ 的 各 分 点 合并 ， 所 得 到 [如 的 分 割 设 为 4” = 4U4' = 
{zh 21, Ta, Tq-1 Ta hh a= <z < < 中 < Tg < Tg =b. 


对 任 一 点 p， 取 6p， Zp-1” < 多 ”< Tp”, 并 令 


aan -Dee —2p-1)- 


交 五 对 对 时 硫 好 站 
二 4 一 一 
x EE 总 可 3 b 
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现 假设 zk-l = 区, zk = 29, 则 分 割 4” 将 区 间 [zk-1,zx] 分 制 成 ;一 个子 区 间 
[0 1,2] @ = 天 二 1 天 十 2 用 ,并 且 因 为 yx < (名 ), 所 以 


了 
Ak(Zk — Tk-1) = Sy Hk(Tp — Tp-1) < > f(ép)(z9 一 ah) 


p=h+1 p=h+1 
因此 ， 
SA 所 OA 
同样 , 将 4 换 成 4' 进行 考虑 , 得 
aa & Sa'. 
所 以 
SA < Sa. 


因此 , 若 考 虑 区 间 [a, 的 所 有 分 割 4, 则 相应 的 ss 的 全 体 的 集合 是 有 上 界 的 . 
因此 存在 上 确 界 : 


s =supsa. 
明显 地 , s < S54. 又 因为 4' 是 任意 的 分 割 , 所 以 ， 
s8A<s&Sa. 
因此 , 根据 (4.1) 式 和 (4.2) 式 ， 
只 要 65[4] < 6(e)， 就 有 ”|o4 一 s| < 成 立 . 
即 对 任意 正 实数 , 存在 正 实数 5 (s), 只 要 | < 5(e), 相应 于 分 割 4 = { zo,z1， 


7Z2 Tm Lm) 4 = Zo < Tl < TZ2 < < TIm-1 < zm = b, 无 论点 6k, Tk-1 


< Zk 三 1,2,…,m 如 何 选取 , 都 有 
Df(ér)(zk — ck-1) —s| <e. 
k=1 


此 时 当 5[4] 一 0 时 , 称 ca = DA (Zk 一 Zk-1) 的 极限 为 s, 记 为 


Pree — Tk-1). 


一 


当然 , 当 514] 一 0 时 , m 一 +eoo. 
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定义 41 称 s= Po J (k) (Zk 一 Zk-1) 是 f(z) 在 区 间 fc, 如上 的 定 积分 (def- 
k=1 


b 
nite integral), 用 符号 / f(z)dz 表示 . 


m 
f tes = tp fC) me). (4.3) 
和 k=1 


引 A] 一 0 


7 叫做 定 积分 人 “7 (adz 的 被 积 函数 (integrand), 定 积分 / “(a)az 就 叫做 
函数 7(z) 关于 从 4 到 4 的 积分 integrate). 另外 ob 分 别称 为 定 积分 "(oar 
的 下 限 和 上 限 . z 称 为 人 “7 Gdz 的 积分 变量 . 

例 4.1 在 区 间 [日 上 , 当 f(z) = 是 常数 时 ,因为 el -ax =c(b 一 0) 
所 以 ， 
/ i c(b— a). 
例 4.2 试 根据 定 积分 的 定义 , 直 按 求解 人 “zadr. 当 到 定 分 制 A = {zozhaai 
Zm_lTm}, 0= Zo < Z1 <.… < zm=b 时, 
B32_1 < TH+ TkTk1 + TR < 322, 
所 以 根据 中 值 定理 , 存在 满足 


2 2 
3€2 = 212+ TETk1+ TE Tk-l<Ek<Tk 


的 妈 . 又 因为 
368(zk — Tk-1) = (0 + kTk1 + ZR) (Tk — Zk-1) = 2 — 1 
所 以 m m 
3D_ 人 一 zi) = (2 — 7) =. 
k=1 k=1 
因此 ， 


”2 m 2 b3 
/ dz = i 2h) 一 可 


一 般 说 来 , 根据 定义 直接 求解 定 积分 是 非常 困难 的 . 
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如 果 按照 高 中 数学 所 学 的 内 容 ， 
等 于 点 的 集合 


在 区 间 lo, 遇 上 f(s) >0 恒 成 立时 ，/ "(waz 


K={(zWla sr<b, 0g<y< f(z)} 


b 
的 面积 . 在 现 阶段 , 我们 称 /7 (zjdz 为 K 的 面积 


注 ”上 述 定 积分 的 定义 , 不 仅仅 适用 于 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,4] 上 连续 的 情形 .假设 


f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 函 数 , 对 于 区 


间 fo, 如 的 分 割 A = {zo, ZT1, 72 Tm-1, Tm}， 


oa=zo<zl<za<…<zm-l<zm= bz) 在 每 个 子 区 间 [zk-1,zxk] 上 的 上 确 
界 和 下 确 界 分 别 设 为 Mi 和 px, 并 且 设 


Sa = Mk(zk — zk-1), 
k=1 


m 
84 = >》 Mk(zk — Zk-1). 
k=1 


则 对 于 [6 的 任意 两 个 分 割 A 和 4', sa < S41. 因此 对 于 [o, 如 的 所 有 的 分 割 A， 


如 果 Sa 的 下 确 界 设 为 


$=infSa, 


34 的 上 确 界 设 为 


那么 
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这 里 , 当 等 式 s = 5 成 立时 , 称 函 数 f (z) 在 区 间 [o, 引 上 是 Riemann 可 积 . 关于 分 
割 4, 如 果 zk 和 鲜 和 zk 那么 内 和 j( 引 ) < Mk 因此 


5S4 的 Df(éx) (zx 一 Zk-1) 和 Sa. 
k=1 
所 以 , s = 5, 即 如 果 函 数 f(z) 在 ,外 上 Riemann 可 积 , 那么 


lim Df(é)(zk — Zk-1)=s=5. 
k=1 


dl4]—0 
b 
上 式 左 边 的 极限 叫做 f(z) 在 区 间 [a, 9 上 的 定 积分 ， 用 人 J (z)dz 来 表示 , 即 


b m 
[ 19- fe) ee). 
=1 

这 就 是 Riemann 积分 法 . 

在 区 间 [a, 相 上 的 连续 函数 一 定 Riemann 可 积 . 但 是 像 在 [a,9 上 有 界 或 者 
除 有 限 个 点 外 是 连续 的 函数 , 虽然 不 是 连续 函数 , 但 在 [a, 外 上 也 是 Riemann 可 积 
的 @. 另外 , 在 [a, 时 上 有 界 的 单调 函数 即使 有 无 数 个 不 连续 点 也 可 在 [中 上 Rie- 
mann 可 积 . 但 并 不 是 所 有 的 有 界 函 数 都 是 Riemann 可 积 的 . 例如 , 函数 f(z) ,a < 
z < b, 当 z 为 有 理 数 时 f(z) = 1, 当 z 为 无 理 数 时 f(z) = 0， 这 样 的 函数 
f(a) 不 可 积 ， 事 实 上 , 对 于 函数 f(z),， Me = 1 pie = 0, 所 以 对 任意 的 分 割 4 
Sa =b 一 a,34 = 0, 因此 函数 f(z) 不 可 积 . 

虽然 传统 的 微 积 分 学 中 仅 涉及 Riemann 积分 , 但 是 本 书 中 除了 有 限 个 点 以 外 
连续 的 函数 的 积分 作为 广义 积分 将 在 4.3 节 中 讲述 , 而 把 含 无 数 不 连 续 点 的 函数 的 
积分 让 给 Lebesgue 积分 处 理 , 这 是 因为 Lebesgue 积分 论 2 出 现 以 后 , Riemann 积 
分 法 就 变 成 了 它 的 一 部 分 9 . 

b) 定 积 分 的 性 质 
定理 4.1 设 f(z),g(z) 是 [a,9] 上 的 连续 函数 . 

(1) 如 果 a <c<b, 那 么 


/ ”rodz= / “f(z)dz+ [ f(z)dz. (44) 


@ 参考 高 木 页 治 《解析 概论 》p.96. 
@ 参考 本 书 , 《现代 解析 入 门 》 续 往 “测度 积 分”. 
@ 参考 高 木 页 治 《解析 概论 》p.110、 
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(2) 如 果 c1, cz 是 任意 常数 , 那么 
b b b 
/ (euyfle) + c2g(z))dr = 01 / f(s)dr + os / glz)dz. (4.5) 
(3) 如 果 在 区 间 [a, 引 上 , f(z) > 0 恒 成 立 , 那么 
站 “ydz >0, 
并 且 , 若 在 [a,9] 上 不 考虑 恒等式 f(z) = 0 的 情况 , 则 
/ . f(z)dr > 0. 
(4) 如 果 在 区 间 [a,8] 上 , 恒 有 f(z) > g (z), 那么 
b b 
[ras > /vodm 
并 且 , 若 在 [中 上 不 考虑 等 式 f (z) = g (z) 的 情况 , 那么 


大 flz)dz > f sar 
| [ “rodz 


证 明 (1) 在 定 积分 的 定义 4.1 中 , 若 作为 [o, 引 的 分 割 4, 仅 取 e 作为 一 个 分 点 的 
分 制 4 = {zozb ommj 四 = 则 


< / If(o)ldz. (4.6) 


m 了 了 


Je -zz = Je 一 zt)+ > GE)(ze 一 zt- 


k=1 k=1 k=j+1 
等 式 两 边 当 5 [4] 一 0 时 , 若 取 极限 值 , 则 可 直接 推导 出 (4.4). 
(2) 根据 等 式 


Dc1f(éx) + cag(Ek)) (zx — Tk-1) 


k=1 


= 01 fF(Ee) (zk — Te-1) + ca 9(ék) (zk — Zk-1), 
k=1 k=1 


结果 显然 成 立 . 
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5 
(3) 车 在 区 间 [o, 引 上 恒 有 f(z) > 0， 风 人 j (z)dz > 0 显然 成 立 . 如 果 ce [wo 中 


且 f(c) > 0, 则 因为 f(z) 在 [a,9] 上 是 连续 函数 , 所 以 当 ce la,8] 且 a<a<pB 
了 时 , f(z) > Y = f(o)/2. 如 果 取 am B 为 分 点 的 四 如 的 一 个 分 割 A: A = {zo， 


TD T2 ,Tm Tm}, A= To0 < TL1 < < Tm-1 < Tm=b,7;-1= ,zh = 6, 则 
m h h 
HG — zi) > Df (En) (zk — Zk-1) > Dz — Zk-1) = 7(B — a). 
k=1 k=j hj 


所 以 


dA]—0 


; 
/ f(z)dz = ,lim Df(é)(zk — zk-1) > 48 — a) >0. 
办 k=l 
人 根据 (2)， 
b b b 
/radz-/ sadaz= f He) -ge)ds, 


所 以 , 为 证 明 (4) 把 (3) 中 的 f(z) 用 f(z) - g(z) 替代 即 可 . 
(5) 因为 一 |f(z)| < f(z) < |f(z)l, 所 以 根据 (2) 和 (4)， 


-/ “Urlazs / “yjdzs / "f(alaz, 


即 (4.6) 式 成 立 . 口 
定理 4.2 (中 值 定 理 ) 如 果 f(z) 是 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 , 那么 存在 点 ,使 得 


b 
sf f=10), a<s<b (47) 


成 立 . 

证 明 因为 f(z) 在 [a,9] 上 连续 , 所 以 根据 2.2 节 的 定理 2.4, f(z) 在 [o 中 上 存在 
最 大 值 M 和 最 小 值 jy. 如果 /= M, (4.7) 式 显然 成 立 . 所 以 , 下 面 仅 考虑 4 < M 
的 情况 . 在 区 间 [a,9] 上 , p< f(z) < M 且 不 考虑 恒等式 f(z) = ,f(z) = M, 所 以 
根据 定理 4.1 的 (4)， ， 


pl-9=- /ae< [10s < Mar = Mo), 


即 
sp<stsf rr < 
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令 4=f(Q@),a < agb,M=f(B). 由 于 当 o<B<b 时 ,或 者 w< 有 8 或 者 < om 
可 让 全 侨 理 (2.2 节 的 定理 2.2), 存在 点 满足 


J( = ss rer, a<t<B 或 8<&<a 0 


通常 把 定理 4.2 称 为 中 值 第 一 定理 , 本 书 中 称 它 为 中 值 定理 . 
(4.7) 式 的 左边 太 f(z)dz/(b 一 a), 叫做 函数 f(z) 在 区 间 [o, 引 上 的 平均 值 (mean 


value). 如 果 zk = a 十 k(b 一 a)/m,k = 0,1,2,…,m, 将 区 间 [a, 相 分 为 m 等 分 , 则 
Zk 一 Zk-1 三 (0 一 a)/m. 所 以 


BD fon si) = LD fon). 
k=1 We 


因此 ， 2 
5/ = 七 Df. 


即 车 将 区 间 fo, 分 成 m 等 份 [ f(z) dz/ (b 一 a) 是 在 等 分 点 zk 处 所 有 函数 值 


zh) (二 1,2,…,m) 的 平均 值 在 m 一 co 时 的 极限 值 . 
下 面 的 定理 是 上 述 中 值 定理 的 推广 . 
定理 4.3 ” 设 f(z),g(z) 都 是 闭 区 间 [w, 引 上 的 连续 函数 . 如 果 在 开 区 间 (a,b) 上 恒 
有 g(z) > 0, 那么 存在 点 & 满足 


b b 
| srr = 70 | soer, a<e <h (4.8) 
证 明 设 f(z) 在 [a, 遇 上 的 最 大 值 和 最 小 什 分 别 是 M 和 jp. 当 M = jh 时, (4.8) 
式 显然 成 立 . 所 以 , 我 们 下 面 仅 考虑 M > 4 的 情况 . 在 区 间 [6, 上 , pg (z) < f(z) 
g (2) < Mg (z), 并 且 因为 不 考虑 恒等式 pg (z) = f(z)g(z) 和 f(z)g(z) = Mg (z), 
所 以 根据 定理 4.1 的 (4)， 


b b b 
nf sr < { faa < M [swar 


b 
设 7= /gar, 则 


p< / “yoGjdz < M. 
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因此 , 根据 中 值 定理 , 存在 & 满足 


中 b 
10=2/ f(z)g(z)dr, a<é€<b. 口 


4.2 ” 原 函 数 和 不 定 积分 
a) 原 函 数 和 不 定 积分 
设 f(z) 是 区 间 I 上 的 连续 函数 , a,b,c 是 属于 了 的 3 点 . 根据 定理 4.1 的 (1)， 
车 a<c<b, 则 等 式 
b c b 
/ f(s)az = / f(z)dz+ [/ f(z)az (4.9) 
成 立 . 但 如 果 5b < a, 那么 定义 
b a 
f tr =- tae, 


如 果 b 二 a 那么 定义 
[rw =0, 


从 而 , 等 式 (4.9) 成 立 就 与 a,b,c 的 大 小 无 关 . 
证 明 当 a。=。<b 及 a < c=4 时 , (4.9) 显然 成 立 ,为 便于 观察 ,将 / J (zjdz 


中 的 J (zjdz 咯 去 不 写 , 骨 当 es<ast 时 = [+ 因此 
人 -太太 

当 osbsa 时 三- 六 /mu 

/-- 人 -太太 


同 理 , 在 其 他 情况 下 , (4.9) 一 样 成 立 . 口 
“假定 ae 7 则 对 工 中 的 任意 一 点 &, 若 令 


€ 
FG= { fa, (4.10) 


138 第 4 章 积分 法 


则 寻 每 一 个 《六 确定 与 (6) 相对 应 的 画 数 (z). 这 样 的 函数 用 三 / (ojdz 来 
表示 ， 
F(z) = / f(z)dz. (4.11) 
其 中 , 右 侧 从 的 = 是 函数 下 (z) 的 独立 变量 , f (z) dz 的 z 是 积分 变量 . 虽然 都 用 
相同 的 字母 z 来 表示 , 但 是 积分 变量 z 与 独立 变量 z 是 完全 不 同 的 . 独立 变量 x 车 
代入 实数 5, 则 (4.11) 式 变 成 (4.10) 式 . 如 果 积分 变量 不 是 用 z 而 是 用 其 他 字母 如 
z 来 表示 , 并 且 将 (4.10) 式 写成 

Fa = /rd 
那么 , 独立 变量 和 积分 变量 的 区 别 就 一 目 了 然 了 . 

严格 说 来, 如 2.1 节 所 述 变量 = 表示 的 是 一 个 符号 , 在 它 的 位 置 上 可 以 代入 

属于 定义 域 了 内 任意 实数 &, 相当 于 (), 所 以 (4.11) 式 的 右 抽 是 太 Jojdz, 它 
作为 定 积分 就 没有 意义 了 . 因此 将 三 f(z)dz 定义 为 每 一 个 5 e 工 所 对 应 的 函数 
[ f(z)dz, 只 是 出 于 一 般 的 习惯 , 将 属于 了 的 实数 和 变量 用 相同 的 字母 x 来 表示 . 
(4.11) 式 可 以 理解 成, 对 于 属于 了 的 任意 实数 z, 函数 Ptz) 在 z 处 的 值 P(z) 等 于 
定 积分 fo)az. 
定理 4.4 设 f(z) 是 区 间 I 上 的 连续 函数 ,aE I. 对 于 任意 re 1 如 果 

re) = /ydm 


那么 
F(z) = f(z). (4.12) 


证 明 根据 (4.9) 式 ， 
z+h z T+h 
e+ 月 -Pa 人 foe- rer= fade, 


所 以 , 当 h > 0 时 , 根据 中 值 定理 (定理 4.2), 存在 满足 
a 十 和 
2 -Today 
的 点 6z <&<z+hh. 又 当 h<0 时 ,存在 满足 


+h x 
二 = 四- 着 /rodz= 赴 / fdr = 7 
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的 点 25 十 h <& <z. 所 以 ,当头 0 时 ， 
F(z +h)— F(z) 


hn =f(é), €=z+0h, 0<0<1. 
因此 i 
lm 2 -jm f(0) = 700), 


即 (4.12) 式 成 立 . 口 
因为 / f(z)dz =— / f(z)dz, 所 以 根据 (4.12) 式 ， 


Ef f= -0). (413) 


一 般 地 , 给 定 一 个 定义 在 工 上 的 函数 f(z), 设 F(z) 以 f(z) 作为 导 函 数 , 即 
f(z) = f(z), 此 时 定义 在 区 间 I 上 的 函数 F(z) 叫做 f(z) 的 原 函 数 (primitive 
function). 当然 , 给 定 函 数 f(z), 它 不 一 定 存在 原 函 数 . 例如 , f (z) 在 区 间 了 的 内 点 . 
< 处 不 连续 , 并 且 ,lim ,f(z), ,lim of(z) 同时 存在 , 而 lim f(z) lim, f(z), 则 
根据 3.3 节 定 理 3.10 的 推论 相关 的 结果 , 函数 f(z) 不 存在 原 函 数 . 

如 果 f (z) 存在 原 函 数 , 那么 它 的 原 函 数 除 加 法 常数 (additive constant) 外 唯一 
确定 , 即 如 果 Fo (z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 那么 f(z) 的 任意 原 函数 可 以 表示 为 


Fo) = Fola) +0, 
其 中 C 是 沾 数 . 事实 上 ， 
是 Ca -Fon) = F'(s) — Fé(s) = Ja) -Ja) =0, 
所 以 根据 3.3 节 的 定理 3.6, (2) (2) 必 是 常数 
设 /fo) 是 区 间 了 上 的 连续 画 数 ,a e 7 则 根据 (4.12) 式 , 在 上 定义 的 z 的 夯 
数 / f(z)dz 是 (Zz) 的 原 函 数 . 因此 , f (z) 的 任意 原 函 数 已 (7) 可 表示 为 
Pa) = 三 far+ CC 是 常数 (4.14) 


其 中 , 右边 的 C 叫做 积分 常数 . 
对 了 内 任意 2 点 5b 和 c 应 用 (4.9) 式 , 由 (4.14) 式 , 得 


FU ~ F(O) = 小 f(z)dz — /人 “f(z)dz = A " flo)az. 
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即 下 面 结论 成 立 : 
定理 4.5 ” 设 f(z) 是 区 间 工 上 的 连续 函数 , F(z) 是 f(z) 的 原 函 数 . 则 


/ , f(z)dz = F(b) — F(a). (4.15) 


(4.15) 式 叫做 微 积分 的 基本 公式 . 
定义 在 区 间 上 的 函数 f(z) 的 原 函 数 也 可 称 为 f(z) 的 不 定 积分 (indefinite 
integral), 用 符号 /f(z) dz 来 表示 . 
注 。 不 定 积分 的 定义 们 乎 还 不 统一 《党 汶 数学 匀 典 第 3 收 》p. 522 中 将 z 的 函数 
az 称 为 7) 的 不 定 积分 .高 本 页 洽 《解析 梳 询 》pp，101-102 页 中 说 当 没 


有 指定 fr ar 的 下 限 a 时 , 记 为 fs wa 并 表示 f(z) 的 不 定 积分 . 本 书 采 


用 了 雇 原 松 三 郎 《微分 积分 学 Jp. 293 中 的 定义 , 即 不 定 积分 就 是 原 函数 . 
b) 用 初等 函数 表示 的 原 函数 


f(z) 三 已 (z) F(z) 
Zotl 
-1 

网 (站 af+i 
ze#0) Inlal 

1 1+z 
Tat) zi== 

1 
i> In|s+ ViT—1| 
生 
一 一 ln(z+V35TT 
i ntz 十 VZZ 十 IT) 
em 
az 
ar(a>0,a#1) 
ina 

sinz 一 cosZ 
cos Sin 

1 和 
sin2z tanz 

1 
FP tanz 
tanz 一 ln|cosz| 


从 例 4.2 可 知 , 根据 定 积分 的 定义 直接 求解 [ f(z)dz 比较 困难 , 但 如 果 知 道 


b 
f(z) 的 原 函数 F(z), 就 可 以 由 基本 公式 (4.12) 直接 求解 定 积分 / f(z)dz. 上 表 
中 给 出 了 由 初等 函数 来 表示 的 基本 原 函 数 . 
此 表 的 右 侧 的 函数 是 左 侧 函 数 所 对 应 的 原 函 数 .这 可 通过 对 右 侧 的 函数 进行 
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微分 获得 验证 ， 例 如 , 对 第 二 行 的 In |z| 进行 微分 , 则 当 z > 0 时 , 根据 (3.9) 式 ， 
(d/dz)Inz = 1/z, 当 z<0 时 ,y= |z| = -z, 则 


dyd Ted 
总 mel= 旦 晤 my= -= 二 
即 , 当 z 关 0 时 ， ， 
五 也 | = 
人 的 可 台数 ja), 若 = -1 人 则 当 y 关 0 时 , 根据 该 结果 得 
站 m= 旱 名 m= 时 1 = 
即 . 
in)= FH, je) #0. (4.16) 


F(z) 
右 侧 包含 In 的 函数 的 导 函 数 都 可 以 用 公式 (4.16) 求解 。 例如 对 于 Inlz+ 
VT 一 1, 若 令 y=z2 一 1, 则 


EVEI- 2 


Ye 

所 以 
d 2 z+Vr—1l 
E+ Vl)=1+ pr pen er 

因此 


ad 加 1 
ut+ ve 十 = = 


显然, 右 侧 不 包含 in 的 函数 的 导 函 数 恰 好 是 与 其 相对 应 的 左 侧 的 函数 . 
下 面 讨论 与 原 函 数 相关 的 反 三 角 函 数 , 即 三 角 函 数 的 反 函 数 . 令 


sin in (2 — 3) = ~—cosz, 


如 2.4 节 a) 中 所 述 , cosz 在 区 间 [0, 上 单调 递减 , 所 以 sinz 在 区 间 [x/2, /2] 
上 单调 递增 若 假 设 在 区 间 [一 /2,r/2] 上 函数 f(z) = sinz, 则 f(-x/2) = -1 
f(x/2) = 1. 所 以 根据 2.2 节 的 定理 2.7, y = f(z) 的 反 函 数 f-! (y) 在 区 间 [1,1] 
上 是 连续 单调 递增 函数 , 并 且 其 值 域 为 [-x/2, /2]. 该 反 函 数 7? (y) 用 Arcsiny 表 
示 . 

对 任意 给 定 的 一 个 实数 y, 1 < y < 1, 满足 方程 式 snz = y 的 实数 > 用 
2 = arcsiny 表示 . sinz 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 目 sin (Zz 十 x) = 一 sinz, 所 以 对 
于 任意 整数 m， 


sinz = (—1)™ sin(z — mx). 
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若 snz = -zn/2+ mr < z < m2 + mr, 则 sin(z — mr) = (1)™y,—n/2 
zmx < x/2, 所 以 
T= Arcsin((—1)™y) + mn. 


车 sinz =y, 则 sin(--z) = 一 y. 所 以 Arcsin(-y) = 一 Arcsiny, 因此 上 式 可 改写 成 


z=(-1)™Arcsiny + mn. 


从 而 , 在 条 件 -zt/2 十 mx < z < /2 + mx 之 下 , 函数 > = arcsiny 成 为 y 的 函数 
(一 1)”Arcsiny + mn. 若 没有 该 条 件 限制 , 则 


arcsing = (—1)™Arcsiny + mnx, 7 一 0, 士 1, 土 2, 士 3 …. 


即 对 于 arcsiny 的 每 个 实数 y, -1 < y < 1, 有 无 数 个 实数 zm = (-1)mArcsiny 
二 mn,m = 0, 土 1, 土 2,… 与 之 对 应 , arcsiny 是 y 的 多 值 函数 . arcsiny 虽然 不 是 2.1 
节 中 定义 的 意义 下 的 函数 , 但 它 也 可 以 看 成 是 对 每 一 个 实数 y, -1 < y < 1, 对 应 
无 数 个 值 zo,z12-1,22,2-2，…,Zm,z-m… 的 一 种 函数 , 称 arcsiny 为 y 的 多 值 
函数 (many-valued function). 并 且 把 Arcsiny 称 为 arcsiny 的 主 值 (pricipal value). 
arcsiny 也 可 以 写成 sin-1y. 

关于 cosz 的 反 函 数 也 可 同样 讨论 . 即 在 区 间 [0,zj 上 , z 的 函数 y = cosz 的 反 
函数 用 Arccosy 表示 . Arccosy 在 [-1,1 上 是 连续 单调 递减 函数 , 值 域 为 [0, zj. 对 
于 实数 % 一 1 < y < 1, 满足 方程 cosz =y 的 z 表示 为 > = arccosy, 则 


arccosy = (—1)™Arccosy+ mz+ (1—(-1)™)x/2, m=0,+1,+2,.…. 
称 Arccosy 为 arccosy 的 主 值 . 
根据 (3.27) 式 , tanz = sinz/ cosz 在 开 区 间 (-x/2,x/2) 上 可 微 , 并且 


an 
dz cos27T 
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所 以 , 根据 3.3 节 的 定理 3.6, tan z 在 (-/2, r/2) 上 单调 递增 . 


又 因为 PR = 本 = 十 oo, 所 以 如 果 在 开 区 间 (一 x/2, 7/2) 
上 z 的 函数 y = tanz 的 反 函 数 用 Arctany 来 表示 , 那么 根据 定理 2.7, Arctany 是 
在 数 轴 R = (-co, +co) 上 的 连续 单调 递增 函数 , 其 值 域 为 (-x/2, x/2). 对 于 任意 
实数 y, 满足 方程 式 tanz =y 的 z 用 z = arctany 表示 . 对 于 任意 整数 m, 因为 


tanz = tan(z — mn), 
所 以 ， 
arctany = Arctany + mz, m 一 0, 士 1, 士 2, 士 3……. 


即 > = arctany 是 在 每 个 开 区 间 (-r/2+ mr r/2 十 mr) 上 分 别 取 值 的 多 值 函数 
另外 , 若 y = sinz, 则 在 开 区 间 (-A/2, /2) 上 dy/dz = cosz > 0. 因此 ,根据 反 
函数 的 微分 法 (3.2 节 定 理 3.4), z = Arcsiny 在 开 区 间 (-1,1) 上 关于 y 可 微 , 并 且 


d dz 1 1 和 1 


Arcsiny 二 一 二 = = = 
本 1 一 妈 
dz 
若 将 y 换 成 ", 则 
PE 
本 = = 和 (4.17) 


当 z= -1 或 z= 1 时 , Arcsinz 不 可 微 . 根据 (4.17) 式 , 可 直接 得 


/Es 四 < (4.18) 
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车 y= tanz, 则 因为 dy/dz = 1/ coszz, 所 以 


od a 1 Ce 
ydy /day tanzt+l +l 
dz 
» 
车 将 y 换 成 z, 则 
LArctanz = 
dz 2 二 二 
因此 
lz 
Bri Mtans. 
c) 分 部 积分 法 


设 了 Go) ,9(a) 都 是 区 间 了 上 的 连续 可 微 画 数 . 则 根据 (3.11) 式 ， 
是 UGojoto) = le)olz)+yGo)g(o)， 
所 以 
jjoa)= /rejsldz+ /Godr 


因此 ， 
/ f(z)g'(z)dr = f(z)g(z) 一 f f'(z)g(z)dz. 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


一 般 地 , 当 h(z) 在 T 上 连续 时 , 对 工 上 任意 两 点 a,b,h(b) - ha) 可 用 符号 


[A(z)] 或 az) 表示 : 
[(z)] = h(z)l = h(b) — h(a). 
若 采 用 此 记 法 , 则 根据 (4.21) 式 ， 
b b 
人/ f(z)g (z)dz = [rejgtz 站 一 / f(z)g(z)dz. 


我 们 把 (4.21) 式 和 (4.22) 式 叫做 分 部 积分 (integration by parts) 公式 . 
例 4.3 若 在 (4.21) 式 中 令 g(z) = z, 则 


[rar = zjf(z) - /srwar. 
若 令 f (z) =Inz, 则 天 (z) =1/z, 所 以 


Jaaz=zmz-z 


(4.22) 


(4.23) 
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另外 , 当 lz| < 1 时 , 车 令 f(z) = VI 一 z2 则 


2 2 
了 E23 1 一 z 工 1 
= 二 
21 CD) 下 Er ty mp eh pp 2 pp 


所 以 , 根据 (4.18) 式 得 ， 
{Vise = a {Visar+t Aresing. 


因此 , 
[Vis = $e Vi s+ Aresing), lz| <1. (4.24) 
/2 
例 44 设 mn 为 自然 数 ，S。 = / (sinz)"dz， 并 且 设 f(z) = (sinzj" 
g(z) = 一 cosz, 则 (sinz)”= f(z)g'(z), 所 以 由 分 部 积分 公式 (4.22) 式 ， 


/2 /2 
Ws / (sinz)"dz =[—(sin 2)"™™! cosz]3/? +/ (n — 1)(sinz)"-? cos? zdz 
o o 


=(n—1) [ (ging)"-2(1 — sin? z)dz 
0 
=(n ~—1)5n-2 — (n— 1)S5n. 


因此 nS, = (n 一 1) Sn-2, 即 
到 全 (4.25) 


/2 /2 
此 式 中 , 若 令 6 = 人/ ldz = zx/2, 则 当 郊 > 2 时 成 立 . 因为 51 = / sinzdz = 1, 
o 0 
所 以 当 分 别 考虑 n 为 奇数 和 偶数 时 , 得 


Sn = 


ne ek 
mn 2n-2 ri 2 2 
Ne Le | 
2 ”20+1T 2n—1 5 5 
因此 ， 
2n(2n — 2)(2n — 4).……4.2= 2"™nl, 
! 
Cnt Dn— Dn 3)...5.3= Ca 十 1 
2nml 
所 以 ， - Gn)! 
oT ): 2 
Sn = 3-ns 3: 
Zr 2 
| 22n (nl)? (4.26) 
Santi = fon + 1 
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当 0< z < x/2 时 , (sinz)j”> (sin zj"+l, 所 以 根据 定理 4.1 的 (4)，Sn > Sn+1， 


因此 由 (4.25) 式 得 总 a 
2n 十 1 2n+2 ”27 十 
1 


故 
Santl _ 
el 
根据 (4.26) 式 , Szn+1S2n = r/ (4n 十 2), 再 利用 (4.27) 式 得 
Wim, n(Sont1)? = im。 去 3 一 3 
所 以 


,ms VS2n+1 = VT/2. 
此 结果 与 (4.27) 式 和 (4.26) 式 相 结合 , 可 得 


= eVismt eVism = 了 a 六 ( 各 
因此 ， A 
nN: 
从 


d) Taylor 公式 


(4.27) 


(4.28) 


(4.29) 


根据 分 部 积分 法 , 也 可 以 证 明 Taylor 公式 (3.39) 式 . 设 f= f(z);g=g(z) 是 
”定义 在 区 间 工 上 的 n 阶 连续 可 微 函数 , 若 对 它们 的 上 阶 导 函 数 f%) = f(%) (z) ,9 


= 9 (z) 重复 使 用 分 部 积分 法 , 则 
/ fg™dr =jgo — / f'g™ ddr 
=fg") — fg-s + 人 ooradz 


一 jgm-D _ Jrgn-2 + frgm-3) — / fgn-3)dz 


n—l 
fo + -DefY gr + (1)" /Todr 


k=1 


即 


nol 
J fees = fo + DV + (1)" /modr 
k=1 


(4.30) 
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此 处 约定 g(o) = 9. 在 了 上 任 取 一 点 使 得 
三 5 加 三 二 6- zj"-1 一 -my 
因为 
dk 
EC 一 bD)™ = (nl)(n—2)..(n— kr —b)" 1*, 
所 以 ， 
g®) i -mR 二 Dt. 
因此 ， 
9 -So 二 二 2 
特别 地 , g"-D = -1 或 gw = 0. 所 以 根据 (4.30) 式 ， 
0=-/(%) - 玉 oa 
当 在 区 间 工 上 取 定 一 点 a 时 , 从 此 式 直 接 得 
-三 一 z) | +/ f° -ad 

即 ， 

nl p(k) b 

10=10 + -+ /Ws0de 

k=l a 

若 将 积分 变量 z 换 成 ,5 换 成 ", 则 
n—l 
1 =/ + OO ot 
Rn = [ey 2 下 fz 一 bl1dt. (4.31) 


当 a<z 时 , 若 o<t<z, 则 (z 一 b 1 >0. 所 以 根据 定理 4.3, 存在 满足 
/ “7 一 bn-adt= fe) / etldt, ao<E<z 
的 &. 当 z,<a 时 , 存在 满足 
[ "OO so)" = 1 (E) 人 -zidb rz<é<a 
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的 &. 又 因为 (一 2)” = (D(z 一 "1, 所 以 
fea etat 
总 之 , 无 论 哪 种 情况 , 都 存在 满 尼 


foe" f -a 
€=a+0(z—a), 0<0<1 


的 & 因为 三 (e- 人 "d= 0/) (5 一 a)", 所 以 
人 €) 


二 


于 是 Taylor 公式 a 式 获得 证 明 . 

虽然 对 Taylor 公式 的 证 明 , 积分 法 要 比 3.4 节 o) 中 的 微分 法 更 加 通俗 易 避 , 但 
是 用 积分 法 时 , 却 需 要 假设 f (z) 是 n 阶 连续 可 微 函 数 . 而 在 3.4 节 c) 中 f(z) 是 
n 阶 可 微 函 数 即 可 . 这 种 在 假设 上 的 细微 差别 , 在 应 用 上 却 并 不 是 那么 重要 . 与 此 相 
比 , (4.31) 式 中 用 定 积分 表示 的 余 项 Rn 更 值得 研究 . .为 了 从 Rn 的 积分 表示 导出 
(4.32) 式 , 可 将 / Jo (0) (z 一 "1qt 的 被 积 函 数 看 成 是 fo (D) 和 (z -bb"-! 的 
积 , 再 利用 定理 4.3 来 获得 . 而 被 积分 函数 如 果 看 成 是 fn (t) (z 一 t* 和 (z 一 "1 
(0 < aq <n 一 1 且 4 为 整数 ) 的 积 ,那么 利用 定理 4.3, 可 知 存在 & 满足 


[0-0-0 fe- 


(z—a)", €=a+0(rz -a) 0<0<1. (4.32) 


q 


= 
€=a+0(z—a), 0<0<1. 
因为 2 一 6=(1 一 0 (z 一 @), 所 以 


VO 0 
(CE 9) 


这 正 是 Schl5milch 的 余 项 (3.42) 式 . 


4.3 广义 积分 


4.1 节 中 定义 了 区 间 [a, 相 上 连续 函数 f(z) 的 定 积分 J (zjdz. 在 本 节 中 ,将 
推广 定 积分 的 定义 , 研究 在 [日 上 有 有 限 个 不 连续 点 , 甚至 在 如 [4,+oo) 这 样 的 无 


， €=a+0(z—a), 0<0<1. 
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限 区 间 内 定义 的 函数 f(z) 的 定 积分 . 无 限 区 间 是 指 无 界 的 区 间 , 相应 地 , 有 限 区 间 
就 是 有 界 的 区 间 . 

a) 积分 定义 的 扩张 

首先 , 从 在 区 间 [0,5) 上 连续 但 在 [o, 引 上 未 必 连 续 的 函数 /人 z) 的 积分 站 f(z)dzr 
的 定义 开始 讨论 . 
例 4.5 z 的 函数 1/VI= z2, 在 区 间 [0,1) 上 连续 并 且 ,lim (LVI 二 22) = +oo. 


一 1-0 


x i 
0 1 
0.1 1.01 
02 1.02 
03 1.05 
04 1.09 
05 1.15 
0.6 1.25 
0.7 1.40 
0.75 1.51 
08 1.67 
0.85 1.90 
09 2.29 
095 3.20 


0 11 x 


由 上 图 可 知 , 显然 此 函数 的 积分 应 定义 为 


1 dz _ lim :x 
o Vi-z tl-oJo Vi—z? 
则 根据 (4.18) 式 ， 
1 dz 3 
] tl 


一 般 地 , 如 果 在 区 间 [a,5) 上 连续 的 函数 f(z) 存在 极限 , lim 人 了 (z)dz, 那么 定义 


一 00 


t 
| fe =, / foer. (4.33) 
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b 
同样 如 果 在 区 间 (o, 引 上 连续 的 画 数 /2) 存在 极限 ,oy。 7 (zjdz, 那么 定义 
b 
[10 = ,mm, sm f(z)dz, ， (4.34) 
如 果 在 区 间 (o,) 上 连续 的 本 数 7(o) 存在 ,ay 人 7 (adz, 那么 定义 


b t 
站 f(z)dr = a f(z)dz. (4.35) 


这 里 , (4.35) 式 确定 了 对 应 于 任意 的 正 实数 < 的 一 个 正 实数 5(e), 当 b 一 6(e) < 上 
<ba<s<a+5(e) 时 , 蕴涵 着 


| / “ydz- / Gaa 


成 立 , 但 若 确定 一 点 ca < c < 5, 则 


[ ‘f(a)dz = ce “ya 
/roar= ,3 lim, ,f+ ,下 f(z)dz. 


因此 , (4.35) 式 可 改写 为 


<e 


所 以 


f ro, ,rodz+ ,pf fa (4.36) 


在 (4.33) 式 、(4.34) 式 和 (4.35) 式 中 定义 的 积分 Ff f(z)dz 称 为 广义 积分 (improper 
integral). 当 广义 积分 / f(z)dz 存在 时 , 也 就 是 (4.33) 式 、(4.34) 式 或 者 (4.35) 式 


有 侧 的 极限 存在 时 称 广义 积分 7 (adz 收 全 当 广义 积分 7 (adz 不 存在 时 
称 广义 积分 发 艇 把 不 存在 的 东 覆 , 称 为 发 散 虽然 从 理论 上 来 计 是 不 恰当 的 , 但 这 
与 无 穷 级 数 是 发 的 浆 法 类似 此 时 可 以 理解 为 广义 积分 形式 上 是 上 f(a), 但 


f f(z)dz 的 值 不 存在 . 
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b 
当 f(z) 在 闭 区 间 fa 日 上 连续 时 , 我 们 已 经 定义 了 定 积分 /7 (zajdz, 所 以 
b b 
需要 验证 广义 积分 / f(z)dz 与 定 积分 人 f(z)dz 一 致 为 此 , 对 给 定 的 一 点 6 
a<e<b 令 P( =/ f(z)dz, 则 所 () 是 [a, 相 上 关于 的 连续 函数 . 例如 (4.33) 
式 的 右边 变 为 


, 
, 吉 。 /f= ,地 (50 -PF0) = PW) -Flo), 


b 
与 定 积分 y f(z) dz =F(6) -Fl(o) — 致 


b 
同样 , 假如 f(z) 在 [a,8) 上 连续 , 则 广义 积分 / f(z)dz 的 两 个 定义 (4.33) 式 
和 (4.35) 式 是 一 致 的 . 
当 f(z) 在 区 间 (a,b) 上 除了 有 限 个 点 c1,c2,…,cm,a<c1i<cs<.…<cm<b 


Cl C2 b 
外 连续 时 , 若 广义 积分 /f(z)dz, / f(z)dz,…, / f(z)dz 都 收敛 , 则 广义 积 
四 Q Cl Cm 
分 /ya)daz 定义 为 


[/ “rodz= 人/ ”jajdz+ / . f(s)dr+…+ [ f(z)dz, (4.37) 


b 
并 称 广义 积分 人 f(z)dz 是 收敛 的 . 此 时 , f(z) 在 cu cz，…,cm 上 没有 定义 也 可 以 . 


另外 即使 f(z) 在 cea ,cn 有 定义 广义 积分 /7 (aa 也 与 oo em 


上 f(z) 的 值 f(c1) ,1 (cz),…,f(cm) 无 关 . 当 f(z) 在 cb cz cm 上 没有 定义 
时 , 任意 选 实数 al, a2,…, am, 使 得 f (c1) = aa,y (c2) 二 2， f (Cm) = am, 即 


将 ou cn en 追加 到 了 (2) 的 定义 域 中 , 则 广义 积分 /7 (z)dz 也 不 会 改变 . 因 

此 在 考察 区 间 (a, 有 上 除 有 限 个 点 ou oo cn 外 连续 的 函数 f(z) 的 广义 积分 
f(z)dz 时 ,函数 7 (z) 在 cu ca,…,cm 上 即使 没有 定义 也 可 以 . 

” 进而, 车 函数 f(z) 是 对 所 有 的 点 6t > o, 在 (6, 人 ) 上 除 至 多 有 限 个 点 外 过 绪 

的 函数 , 且 当 广义 积分 人 f(z) dz 收敛 时 , 极限 lim 7 dz 存在 , 则 广义 积分 


t 一 十 co 
J f(z)dz 可 定义 为 


t+oo 


大 f(z)dr = lim frm (4.38) 
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并 且 称 广义 积分 [rar 收敛 . 同样, 可 以 定义 广义 积分 : 


b b 

[f= ,sim, f foe (439) 
十 oo t 

[ f(s)dz = lm / f(z)dz. (4.40) 


特别 地 , 当 了 (z) 在 +eo) 上 连续 时 ，(4.38) 式 右边 的 积分 了 (zjdz 是 定义 41 


意义 上 的 定 积 分 . 
例 4.6 ”函数 1/ (z2? +1) 是 区 间 (-oo,+oo) 上 关于 z 的 连续 函数 . 根据 (4.20) 式 ， 


/ 还: = Arctanz, 所 以 


+o0 t 
dz 本 dz 开 
人/ ,人 5 lim Arctant 一 去 . 


22+IT 一 Po 2 


b) 广义 积分 的 性 质 
定理 4.1 证 明 的 定 积分 的 性 质 同样 适用 于 广义 积分 . 
定理 6 设 f(z) ,9g(z) 是 区 间 (a,b) 上 除 至 多 有 限 个 点 外 连续 的 函数 , 且 广 义 积 


分 foe, [slejar 收 全 
(车 a<c<b, 则 


b c b 
[ swe = ter+ { raaz (4.41) 
b 
(2) 车 cu oo 为 常数 , 则 广义 积分 / (euy (z) + cag (z))dz 也 收敛 , 并 且 


b b b 
f sr@) + eagle)as = { tar to { grr. (4.42) 
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(8) 若 在 区 间 (a,) 上 , 恒 有 f(z) > g(z), 则 
b b 
/ ydz> /oar (4.43) 


并 且 (4.43) 式 中 , 仅 当 了 (z),g(z) 除 不 连续 点 外 , 恒 有 了 (z) =9 (2) 时 ,等 号 才 成 立 
的 进而 , 若 广义 积分 If (a)laz 收敛 , 则 


[ f(z)dz 


证 明 ”首先 假设 在 区 间 (a,5) 上 , f(z),g(z) 同 为 连续 函数 . 
(有 ) 当 a<c<5 时 ， 根据 (4.36) 式 , 等 式 (4.41) 式 显然 成 立 . 


人 因为 广义 积分 是 定 积分 人， 4<s<t<b, 当 t 一 6b-0,s 呈 a+0 时 的 


极限 , 所 以 根据 定理 4.1 的 (2) 广义 积分 f (euy (z) + eag (z))dz 收敛， 

(8) 同 理 , 当 (a, 电 上 恒 有 7 (z) > g (z) 时 , 根据 定理 4.1 的 (4) 可 得 不 等 式 (4.43) 
式 成 立 . 现 假设 在 (o 昌 上 , 恒等式 f(z) = g(z) 不 成 立 ,并 且 设 h(z) = f(z) 一 g (z)， 
则 h(x) 在 (a,6) 上 连续 , h(z) > 0, 并 且 存在 点 c(a < c < 且 使 得 h(c) > 0. 所 以 ， 
如 果 在 充分 接近 < 点 处 取 两 点 s,t 使 得 a。< s <c < t < 那么 在 区 间 ls 上 , 恒 
有 h(x) > 0. 因此 根据 (4.41) 式 、(4.43) 式 和 定理 4.1 的 (4)， 


/ h(z)dz = /人 “hz)dz+ / | h(z)dz+ / : h(z)dz > / h(z)dz > 0. 


从 而 根据 (4.42) 式 ， 


" f(z)dr = ”aaa 十 "godz > Cl, 
ie Wor] sis) 


所 以 , (4.43) 式 的 等 号 成 立 , 仅 当 在 (a,5) 上 f(z) =g(z) 成 立 . 

结论 (4) 根据 定理 4.1 的 结论 (5) 即 不 等 式 (4.6) 式 显然 成 立 . 

至 此 , 在 f(z),g(z) 在 (a,b) pa 我 们 证 明了 定理 4.6. 站 
f(z),9(z) 在 (a,5) 上 除 有 限 个 点 cca pcb yocma<c<c< <ce< 
< cm < 5 外 连续 的 情况 下 , 如 果 设 co = acm+l = b， 于 和 根据 广 六 各 分 的 定 久 
(4.37) 式 和 上 述 (4.41) 式 ， 


[ "f(s)az > 人/ 几 sr, 人 "gla)dr = 二 / 四 g(a)de 


< f If(a)laz. (4.44) 
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由 于 f(z),g(z) 在 各 区 间 (ck-1,ck) 上 都 连续 , 所 以 定理 4.6 在 每 个 区 间 (ck- i 
上 都 成 立 , 从 而 在 区 间 人 上 也 成 立 . 


推论 ”对 于 广义 积分 A 人 ff ,上 述 的 (D, (2) (3) 和 (4) 也 成 立 . 
对 于 广义 积分 也 约定 /Tajdz = 0 并 当 a < 5 时 ， 


[ree=-/ “yan 
则 和 4.2 节 a) 一 样 , 等 式 (4.41) 式 的 成 立 与 a,6c 的 大 小 无 关 . 更 进一步 , 若 约定 
a 二 oo +oo 
人 oso- oa fre/ fee 


等 等 , 则 (4.41) 式 的 a,5b,c 中 的 一 个 或 两 个 换 写成 +oo, 一 00, 等 式 都 成 立 . 
定理 4.7 设 f(z) 是 在 开 区 间 (a,b) 上 的 关于 z 的 连续 函数 . 


GD 若 广 义 积分 /7 (z)dz 收 丝 并 任 取 一 点 < 使 < e< 由 


ro)= {feos, 


则 五 (z) 在 闭 区 间 [o, 引 上 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 上 可 微 , 并 且 F(z) = f(z). 
(2) 设 已 (z) 是 闭 区 间 [ey] 上 的 连续 函数 . 车 F(z) 在 开 区 间 (a,5) 上 可 微 且 


T(z) = 了 (2), 则 广义 积分 站 f(z)dz 收敛 , 并 且 
b 
/raaz=zg- 


证 明 (1) 根据 定理 4.4, 显然 下 (z) 在 (c,b 上 可 微 , 上 且 F(z) = f(x). 所 以 ,也 只 
须 验 证 F(z) 在 [w, 世 上 连续 即 可 . 


z b 
p79, /fae = flar = FO). 
另外 , 当 a<z<e 时 ,因为 三 了 (ejar = 一 三 f ear, 所 以 
slim, P(e) = — ,lim », [ f(z)dz = -/ “f(g)dz = 人 f(z)dz = F(a). 


因此 , F(z) 在 [中 上 连续 . 
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(2) 车 a < s<t<5b, 则 由 微 积 分 基本 公式 (4.15) 式 ， fs ar =F(t)-F(s). 
所 以 
上 ip jdz= ,IF 一 Ia。PG)=FO- F(a). 


因此 ， a 
/ f(z)dz = F(b) — F(a). 0 
在 开 区 间 (6, 如 上 定义 的 连续 函数 f(z) 的 极限 ,bn yz) ,tg fa) 同时 存 
在 时 ,着 令 7) = .If 可), 9 = ,pf (0), 则 了 (gz) 是 闭 区 间 lw 日 上 的 连 
续 函 数 . 所 以 广义 积分 fs dz 成 为 定 积分 加 dz. 因此 ， 


Pa = 三 randm a<c<b 


在 闭 区 间 [6, 要 上 可 微 ,并 且 F(z) = 了 (z) 也 在 [a, 相 上 连续 . 即 严 (z) 是 [o, 相 上 的 
光滑 函数 . 
定理 4.8 ” 设 f(z) 是 开 区 间 (a,b) 上 除 有 限 个 点 c1,c2,*…,cm,a < cl<c2 < 
<cm<b 外 连续 的 函数 

(D) 车 广义 积分 [ f(z)dz 收 伍 , 则 


F(z)= 让 f(z)dz ++C，C 是 常数 ， 


五 (z) 在 闭 区 间 [a,4] 上 连续 , 除 a,c1,c2,… ,cm,b 外 都 可 微 , 并且 F(z) = f(z). 
(2) 设 已 (z) 是 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 . 如 果 五 (Z) 除 点 ayc1yc2,…… cmb 


以 外 都 可 微 , 并且 F'(z) = f(z)， 那么 广义 积分 广 f(z)dz 收敛 ,并且 
三 f(z)dr = F(z)— F(a), a>z>0b. (4.45) 


证 明 (1) 设 co =a,cmti ==b. 当 ck-1 < 2< ck 时， 若 取 定 一 点 c, 使 得 on- 12<e 
< ch 则 由 (4.41) 式 ， 


F(z)= / x f(z)dz+ [ Ps +C. 


因此 , 根据 上 述 定理 4.7 的 (1), F(z) 在 [ce-1,ck] 上 连续 , 在 Ga 上 可 微 , 并且 
(7z) = f(z). 由 此 可 得 , 在 每 个 闭 区 间 [ck-1, ck] ,k= 1,2,…,m 十 1 上 连续 的 函数 
五 (z) 在 闭 区间 [a, 外 上 显然 也 是 连续 的 . 
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(3) 在 ce <z< cpr 的 闭 区 间 [cj-10j],j 二 1,2,…k 及 [erg] 上 ,对 下 (z) 应 
用 定理 4.7 的 (2) 可 得 ， 


/ ”ydz=FG)-PGr-， / “yodz = F(a) - Fles). 
又 因为 co = a, 所 以 
fn f(z)dz = 2 f+ f(z)dz = F(z) - F(a). 口 
2 
在 区 间 ( +co) 上 , 函数 f(z) 对 于 所 有 的 ttt > a) 在 区 间 (a,t) 上 , 除 至 多 有 


限 个 点 以 外 连续 ， 出 当 广义 积分 三 7 (cjdz 收 伍 时, F(z) = Jojdz+C 息 区 间 
(o, +o0) 上 关于 z 的 连续 函数 , 其 中 C 是 常数 . 并 且 


站 Ha)dz= [F(a)l = PCD- F(a), 


所 以 , 如 果 极 限 ,lim F(t) 存在 , 那么 广义 积分 [rwar 收敛 , 并且 


t 一 十 oo 
+oo 
[rae = tip, lr 


此 式 右边 用 符号 [F(z)]4” 来 表示 : 


[F(z)]a™ = ,lim [F(Dls =, lim, F(t) — F(a). (4.46) 


t—t+o0 


则 . : 
[ser = F(t™. 

符号 F(z) 以 及 [PCzjj+ss 所 表达 的 含义 也 是 一 样 的 

函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,9] 上 除 有 限 个 点 c1,c2,…,cky*… cm, aa < cl < ec 
< …< or <… < en < 外 连续 , 并且 在 每 一 点 cx 处 的 左 、 有 极限 _limn f(z) 
lm f(z) 同时 存在 时 , 称 函数 / (2) 在 区 间 内 丁 上 分 段 连续 piecewise contin- 
vous)， 此 时 , 车 将 [a 映 分割 成 m+1 个 子 区 间 , 五 = [eo], 五 = [加 天 
= [ck—1, cb] Tm+1 = le 则 


Pa- 人 f(z)dz + C， C 是 常数 ， 
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在 各 个 子 区 间 I 上 是 光滑 函数 , 因此 下 (z) 在 3.3 节 的 意义 下 是 区 间 [a, 引 上 的 分 
段 光 滑 函 数 . 

反之 , 如 果 户 (z) 在 [a,9] 上 是 分 段 光滑 函数 , 并 且 除 点 cl ca cb ,cm, a 
<cr<c2<…<ce<…<cm<b 外 都 光滑 , 那么 当 a < zx <b,z#ck,k= 1 
2,…,m 时 , f(z) = F'(zZ); 当 c = ck 时 , 如 令 f(ck) = D+F (ck), 则 f(z) 在 区 
间 [a,6] 上 分 段 连续 . 此 时 函数 下 (z) 在 每 个 闭 区 间 天 = [ck-1,ck] 上 是 光滑 的 , 即 
五 (z) 在 上 的 限制 Fi (z) 是 光滑 函数 , 但 f(z) 未 必 在 I 上 连续 . 一 般 地 ， 


fn(ck) = DrPeozxD-Peo= im PCGD) =, lim ,fi.(®) 


定义 在 如 [a, +oo) ) 这 样 的 无 限 区 问 上 的 函数 f(z), 对 于 任意 实数 bt > a, 在 
[le, 相 上 分 段 连续 时 , 称 f(z) 在 [o, +co) 开间 人 例如 , f(z) 定义 为 : 。 

当 mn < 2 < (m 二 1)z 时, f(z) = (1)”cosz,m 是 整数 
那么 , f(z) 是 区 间 (00, +o0) 上 的 分 段 连续 函数 , 并 且 


rea = [ for 
是 分 段 光滑 函数 , 即 F(z) = |sinz|. 


6) 收敛 条 件 
当 f(z) 在 区 间 [a,5) 上 连续 时 , 若 F(t) = / f(z)dz,a <t< 六 则 广义 积分 
az 收 作 间 时 着 当 E 一 5 一 0 时, 函数 下 (0 收 全 根据 Cauchy 判别 法 , (21 


节 定 理 2.1) 当 t 一 5 一 0 时 , 正人 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 的 正 实数 6, 存 
在 正 实数 6 (e), 使 得 


只 要 1 一 6(e) <s<t<b, 就 有 RGO 一 F(s)|<e 


成 立 . 因为 (一 F(s) = 广 (zjdz, 所 以 广义 积分 (zjdz 收 敏 的 充分 必要 条 ， 
， 件 是 对 于 任意 的 正 突 数 <, 存在 正 实数 5(e), 使 得 


mw- <s<t<bMA 有 | tu) <e (4.47) 
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这 这 是 判断 广义 积分 收敛 的 Cauehy 判别 法 ， 不 言 而 哈 , 当 f(x) 在 (可 或 
(Gb) 上 连续 时 ,广义 积分 仆 f(z)dz 的 Cauchy 判别 法 同样 成 立 . 

; 根据 Cauchy 判别 法 , 在 区 间 (a,5b) 上 连续 且 有 界 的 函数 f(z) 的 广义 积分 
Idz 总 是 收 煞 的 . 这 是 因为 根据 假设 当 a。< = < 5 时 , 存在 < C 
的 常数 C, 所 以 根据 定理 41 的 (4) 和 (5), 荐 5-5<s<t<b 则 


[frm /sh nies 
在 区 间 [+oo) 上 连 绪 的 函数 f(g) 的 广义 积分 J f( 的 dk 人 的 充 分 必要 
条 件 是 , 对 于 任意 的 正 实数 E, 存在 实数 v (e), 使 得 
只 要 v (e) <s < 4 总 有 | /回电 a (4.48) 
成 立 . 此 Cauchy 判别 法 仍 适用 于 当 函 数 了 (2) 在 区 间 [w+oc) 上 不 连续 , 但 对 应 所 
有 的 6t > mw 在 o 引 上 除 有 限 个 点 外 过 续 , 且 广 义 积分 /7 (z)dz 收敛 时 的 情况 


oo 
同 理 ， 关于 广义 积分 人 J (z)dz 和 并 f(z)dz 的 收敛 的 判定 , Cauchy 判别 法 也 
同样 成 立 . 6 
定理 4.9 (1) 设 f(z) 在 区 间 [a,5b) 上 连续 . 若 广 义 积分 人 |f (z)ldz 收敛 , 则 广义 


积分 /7 (cjdz 也 收 全 

(2) 设 f(z) 在 区 间 [o, +co) 上 连续 . 若 广义 积分 / |f (z)ldz 收敛 , 则 广义 
积分 / f(z)dz 也 收 伍 . Ss 
证 明 设 a<s<t<b, 则 根据 (4.6) 式 ， 


| 了 ye </ “f(alaz. (4.49) 


因此 , 根据 上 述 的 Cauchy 判别 法 可 知 : (1) 若 Dh f(z)ldz 收敛 , 则 六 f(z)dz 也 


收敛; (9) 车 py |f (aldz 收敛 , 则 户 。 J (zjdz 也 收敛 . 0 
此 证 明 的 核心 是 不 等 式 (4.49) 式 , 因此 对 于 f(z) 具有 若干 个 不 连续 点 的 一 般 
情况 , 定理 4.9 仍然 成 立 . 
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定理 410 GD 设 fs) 在 区 间 (上 上 除 至 多 有 限 个 点 外 连续 ， 若 广义 积分 
If (z)ldz 收敛, 则 广义 积分 [ f(z)dz 也 收 全 

多 设 f(s) 对 应 所 有 的 &t > ,在 (0 有 上 除 至 多 有 限 个 点 外 连续, 若 广义 积 
分 三 |f zjlaz 收敛 , 则 广义 积分 了 (zjdz 也 收 化 


对 于 广义 积分 f(z)jaz 和 fe f(z)az, 相应 的 结论 也 仍然 成 立 . 
当 广义 积分 了 |f (z)ldz 收敛 时 , 称 广义 积分 [ jc)dz 绝 对 收敛 .广义 积分 


六 f(s)dz, [ f(s)dz, es f(z)dz 的 绝对 收敛 的 含义 也 是 一 样 的 . 收敛 的 广 


义 积 分 未 必 是 绝对 收敛 的 , 这 与 收敛 的 无 穷 级 数 未 必 绝 对 收敛 的 现象 类 似 . 
例 4.7 根据 (3.23) 式 , lim (sinz/z) = 1 所 以 当 z =0 时 ,定义 snz/z 的 值 为 1 则 


sinz/s 在 (oo oo) 上 为 连续 画 数 现 考 守 这 个 画 数 的 广义 积分 | ”Ginz/ajdz 
设 0 <s < 加 则 由 分 部 积分 公式 (4.22) 式 ， 


a 
/ eer =[- 空 5], 加 /sa 


ee- 
i pr a 


i 

由 i 
/ese <t+i+i-t=2. 
记 "| 8 8 tt 3 


又 因为 


所 以 ， 


因此 根据 Cauchy 判别 法 , 广义 积分 / (sinz/z)dz 收敛 . 但 是 [ nay 
不 是 绝对 收 全 的 . 
证 明 对 自然 数 n,n > 2， 


因为 在 区 间 (nr 一 znn) 上 sinz 的 符号 是 一 定 的 , 所 以 
广 |sinzldz = | 广 sinzdz| = |cos(nr — 7) — cos(nz)| = 


一 和 


六 


sinz 


1 rm 
dz > 去 / |sin zldz, 
Ti Jnn—x 


所 以 ， 


sinz 


2/1 1 1 
| 
dz> (于 + 二 + + 二 ) 


sinz 


mpnx 
dz 一 > [ 
n=2" x 
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因此 由 1.5 节 的 例 1.4 得 ， 
mx | sinz 
9/ | 开 |e=+e 


即 广义 积分 ”|sinz/zldz 是 发 散 的 . 品 

一 般 地 , 若 已 人 是 定义 在 区 间 [ob 上 的 关于 t 的 单调 非 减 函 数 ， 则 或 者 
iu (GD = oa ca 为 实数 ， 或 者 lim F(t) = +o0. 

[证 明 取 了 = [a,5), 考察 函数 下 (t) 的 值 域 F(1) = {F(t)la<t<). 当 F(D) 
有 上 界 时 , 设 (1) 的 上 确 界 为 a, 则 对 于 任意 正 实数 <, 存在 满足 a 一 e < F(7) 的 
ma<7T<b 因为 下 (t) 单调 非 减 , 所 以 若 r <t<b, 则 a-e<F(t)<a. 因 
此 spof (= 当 五 (1) 没有 上 界 时 , 对 于 任意 实数 几 存在 满足 (7) > 4 的 
Ta <T<b 使 得 当 7 <t<b 时 , F(t) > 4. 因此 ,lim F(t) = +o0. 口 


设 f(z) 是 区 间 区 号 上 的 连续 函数 并 且 P= /lf (aldz. 则 当 a < 。 
<t < 时， 


交 t 
-Fs)= [ tlar >0, 
即 (0) 是 区 间 [a,) 上 关于 + 的 单调 非 并 画 数 因此 ,根据 上 述 结果 ,或 者 Hp () 


b 
一 oe 为 实数 ,或 者 ,pF () 一 +oo, 必 有 一 个 成 立 . 因此 当 广义 积分 /17 (zjld 
不 收 全 时， 


t—b—0 


lim J “laz= +oo. 
此 时 也 称 广 义 积分 三 17 (aldaz 向 +oo 方向 发 散记 为 
[ |f(z)ldz = +oo. 


不 等 式 [ If (oldz < +eo 殖 活 着 广义 积分 太 了 (c)dz 是 绝对 收 伍 的 . 
上 述 结果 在 一 般 情况 下 也 成 立 , 即 当 f(z) 在 区 间 (o, 中 上 除 至 多 有 限 个 点 外 和 
续 时 , 广义 积分 [ If (zw)ldz 要么 收 伍 ,要 么 发 散 于 +oo, 并 且 / If(z)laz < +oo 殖 


涵 着 广义 积分 [ f(z)dz 是 绝对 收敛 的 . 对 于 广义 积分 Vi f(s)dz, f f(z)dz, 
raz 也 有 相应 的 结论 
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和 级 数 的 情况 一 样 , 为 了 证 明 函数 f(z) 的 广义 积分 是 绝对 收敛 的 , 我 们 经 常 采 
用 把 |f (z)| 与 广义 积分 收敛 的 标准 函数 r(z),r(z) > 0 相 比 较 的 方法 . 
定理 4.11 (1) 设 f(z) 是 区 间 [a,5) 上 的 连续 函数 , 并 且 对 某 个 指数 w% 0< a < 1， 
“ 若 满足 不 等 式 c 
fc < Ga) C 是 常数 ， 


则 广义 积分 了 f(z)dz 绝对 收 伍 ， 
(2) 设 Fo) 在 区 间 lw, +eo) 上 并 且 对 某 个 指数 wm a > 1, 若 满足 不 等 式 


la) < 所 ， C 是 常数 ， 


则 广义 积分 三 ”7 (zjdz 是 绝对 收 全 的 
证 明 加 当 9<a<1 时 ,@-aire/(a-D 在 区 绰 上 连续 ,在 区 下 上 可 微 ,其 


导 函 数 
d(b-z)-e 1 
dz a-l (0b-z)° 


在 [a,b) 上 连续 . 所 以 根据 定理 4.7 的 (2)， 
人 _[@=-ziie] 0 一 ao 
rd er 


l1-—a 
[vas f we t= c= ee 


(2) 的 证 明 相同 . 即 当 a > 1 时 ， 


+eo to 0 C +o0 C 
太 vaoas 矿 Sm- 天生 -二 所 <+e 0 


对 (2) 的 证 明 中 采用 了 (4.46) 式 的 符号 []+e 
例 4.8 ”关于 z 的 函数 e-*z*-:1 在 区 间 (0,+co) 上 连续 , 并 且 恒 有 er*z*-!: > 0, 当 
3 > 0 时 , 广义 积分 


因此 


< 二 oo. 


T(s) = = erzze ldr (4.50) 


是 收 全 的. 
耳 明 根据 (2.6) 式 ，jip_er=zetl = 0. 所 以 车 2 > c, 则 存在 满足 e-*z*+1 <1 
的 正 实数 c. 车 给 定 了 这 样 的 一 个 6, 则 当 z > c 时 ， 

e 一 z2s+1 1 


< 


一 Zrs 一 1】 
zz = pe 
| 二 和 页 ， 


le 
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十 co 
因此 根据 定理 4.11 的 (3), 广义 积分 / er-zze-ldz 收敛 当 0 <z gc 时 ,在 
0 < s<1 的 情况 下 ， 


le-*z° 1| = ez < oi, 
T 
所 以 根据 定理 4.11 的 (1) 得 , 广义 积分 dz 收敛 . 而 在 s > 1 的 情况 下 ， 


|er-zzs-!| < zs-1 < co-1， 


所 以 ,显然 人 “oe-zze-1dz 是 收 全 的 . 故 广义 积分 


十 oo +o0 
[/ ez -ldz = [ea ezz?-ldz 
0 0 c 


收敛 . 口 
+oo 
T(s) = [ ez* dz 是 定义 在 区 间 (0, +o0) 上 的 关于 s 的 函数 , 这 样 的 函 
0 

数 叫 做 函数 (gamma function). 若 0 <。 < 4 则 根据 分 部 积分 公式 (4.22) 得 
f[ er’dz = [-e “zx]+ f[ @ ?sr ldz, 

取 s > 0 e 一 +0,t 一 +oo 时 的 极限 为 
lim [erzzjt = Le 加 Loerees =0, 


too 
s+0 


十 oo 十 oo 
人/ er-z*7sdz 一 s/ ez7s 1dz， 
0 0 


Tr(s+1)=sT(s), s>0. (4.51) 
当 自然 数 n 给 定时 , 重复 利用 (4.51) 式 得 


所 以 


即 


T(n+1)=nr(n)=n(n Drm-1)=nn- Dn-2arn -2)=...= nr(). 


rT(1) = / CS e*drz=[-e "ji™”=1, 


所 以 
T(n+1) = (4.52) 
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d) 中 值 定理 
积分 法 中 的 中 值 定理 (定理 4.2) 对 于 广义 积分 同样 成 立 . 
定理 4.12 (中 值 定理 ) 若 关 于 z 的 函数 f(z) 在 开 区 间 (a,b) 上 连续 , 并 且 广义 积 


分 | f(z)dz 收敛, 则 存在 点 满足 


b 
a/ f= o<é<t (4.53) 
证 明 ” 取 定 一 点 c,a <c<b, 使 得 
ro)= flan, 
则 根据 定理 4.7 的 (1), 函数 F(z) 在 [世上 连续 , 并 且 在 (a,5b) 上 可 微 . 所 以 根据 
微分 法 的 中 值 定理 (3.3 节 定 理 3.5), 存在 点 满足 
F(b) — F(a) 
加 


A F(€), a<é<b. (4.54) 
b 
又 由 于 下 (6b) 一 F(a)= 人 了 (zjdz, F' (8) = 了 (9 所 以 (4.54) 式 就 是 (4.53) 式 ， 口 
由 此 证 明 可 知 , 积分 法 的 中 值 定理 和 微分 法 的 中 值 定理 在 本 质 上 是 同一 个 定理 . 
如 果 不 用 微分 法 的 中 值 定理 来 证 明定 理 4.12, 则 证 明 如 下 : 设 


tf seen 


Ah= 5 
并 且 对 所 有 的 ,a < < b, 假设 f(&) 去 p, 则 由 中 值 定理 (2.2 节 定理 2.2), 在 开 区 
间 (ob 上 , 恒 有 f(z) > p 或 恒 有 f(z) < 人 因此 根据 定理 4.6 的 (3)， 


b b b 
f tas > { me=no-o 或 [far < uo) 


这 与 的 定义 矛盾 . 因此 存在 满足 (8) = py(a < < 的 点 & 
扩张 的 中 值 定理 : 定理 4.3 也 对 广义 积分 成 立 . 
定理 4.13 设 f(z),9 (2) 在 开 区 间 (a,b) 上 连续 , 当 g(z) > 0 时 , 若 广义 积分 


b 
ret 和 9 (0)ez 部 收敛 则 存在 点 E 满 足 
b ， 
/ f(z)g(z)dz = f(é) / g(z)dz, a<é€<b. (4.55) 
证 明 取 定 点 c,a<c<b 令 
ro = /soar, GD = /san 
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则 忆 (z) ,G(s) 在 区 可 上 连续 ,在 fo 如 上 可 微 在 (o 昌 上 G'(z) =g(z) > 0, 并 且 
GO-c= / g (z) dz > 0. 因此 根据 3.3 节 的 定理 3.9, 存在 点 € 满足 


F(O) -F(a) _ F'() 


GO -G0 “<<% 


b 
又 因为 F(0) -F(a) = / f(z)g (z) dz, F' (€) /G' (e) = 了 (6). 所 以 ,关于 (4.55) 式 
成 立 . 口 
4.4 ”积分 变量 的 变换 


设 f(z) 是 区 间 工 上 关于 z 的 连续 函数 , p (t) 是 定义 在 区 间 J 上 的 关于 t 的 
连续 可 微 函 数 , p 的 值 域 p(7) c 7 现 考察 /和 yp 的 复合 函数 f(y(s)). 根据 假设 
9 (9) 的 导 函 数 yy (9) 是 关于 的 连续 函数 
定理 4.14 设 a,B,a 关 B 是 J 内 2 点 .车 a=y(a),b=yp(B), 则 

b B 
fs@ar = tee at (4.56) 
证 明 设 有 | 
Flo) = /yodz 
则 严 (z) 是 T 上 关于 z 的 可 微 函 数 , 并且 F" (z) = f(z). 所 以 由 复合 函数 的 微分 法 ， 
(9p()) 关于 + 可 微 ,并且 
号 Fe(D) = (eg 的 = fo(O) te). (4.57) 
所 以 | 
B 
PO) ~ Flo) = Plo(0) — Plo(o) = {fle()e (as 


因此 


b B 
f sa = foo Oat O 


将 (4.56) 式 左边 的 定 积分 用 右边 的 形式 表达 时 , 叫做 积分 变量 x 变换 为 变量 
另外 有 时 也 将 函数 9 称 为 变换 . 因为 dp (6) = yp (b) dt 所 以 (4.56) 式 右边 可 将 左边 
的 za,b 分 别 用 p (四 ,yp (a),p (6) 替换 得 到 因此 (4.56) 式 被 称 为 换 元 积分 公式 . 
(4.57) 式 也 可 用 

rdz= /ea)wOd (4.58) 
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来 表示 . 

通常 , 当 yp'(t) > 0T= 92(J) 时 , 根据 3.3 节 定理 3.6, > = p(t) 是 关于 t 的 单 
调 递增 函数 , 根据 3.4 节 定 理 3.18 的 (3), 反 函 数 上 = p71 (z) 也 是 关于 z 的 连续 可 
微 的 单调 递增 函数 , 并 且 根据 对 应 z = wp 人 , 工 上 每 一 点 z 与 J 上 每 一 点 t 是 一 一 
对 应 的 .因此 , 此 时 可 以 看 作 是 > = y(t) 的 新 坐标 , po- 看 作 是 将 坐标 z 变换 成 


新 坐标 t 的 坐标 变换 . 
例 4.9 [a = $2 


证 明 " z = tant 是 在 区 间 (-x/2,x/2) 上 关于 t 的 连续 可 微 的 单调 递增 函数 ， 
并 且 


dz 
二 =— =1 2t= 
ot 十 tan t=1+7 
因此 , 根据 公式 (4.56)， 
1 /4 
in(1+z), _ 
1+ ar=/ In(1 + tant)dt. 


又 因为 1+tant= (cost 十 sint) /cost 所 以 根据 加 法 定理 ， 


Cos (3 一 = cosT cost +sin3 sint = 亏 cost 十 sntj， 


所 以 


dd roe) 


In(1 +tant) = In =InVa+Incos (3 ~t) —Incost. 


设 t=z/4 一 s, 因 为 dz/ds = -1 所 以 根据 (4.56) 式 ， 


/4 ee /4 
/ neos (Fo)at=— mcossds= 人 ln cos sds. 
o 4 /4 0o 


[rareada= (nvia= FinVi= Fin2. 口 
换 元 积分 公式 (4.56) 对 广义 积分 也 成 立 . 


定理 4.15 设 f(z) 是 开 区 间 (a,5) 上 关于 zz 的 连续 函数 , p(t) 是 (a,B) 上 关于 t 的 
连续 可 微 函 数 . 当 a<t< 6 时 ,假设 a。<p() <ba=, lim 0 人 0 全 


则 广义 积分 [ J (z)dz 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :广义 积分 的 (etb)w Dt 收 
全 ,并 且 等 式 


因此 


b B . 
/ f(z)dz = / f(t)p (tdt (4.59) 
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成 立 . ， 
证 明 设 a<p<o<pB,r= wp(p),s = (a), 则 根据 定理 4.14，, 


raaz= f fee Wat 
Wn Pp 


根据 假设 , 当 p 一 ac+0 时 ,r 一 a+0; 当 cc 一 6-0 时 , s 一 5b 一 0. 所 以 若 广义 积分 


f f(r = ,tp ra 


/reowou= im, /rt 人 “yojdm 


收敛 , 则 


即 广义 积分 三 je)w; 的 dt 也 收敛 ,并且 等 式 (4.59) 成 立 . 
反之 , 若 广 义 积分 


A yeOwOdts , 曙 n, f(p(D)p'(Wat 


[ree Sp, fr 


也 收 伍 “为 证 明 极 限 ,im os f(z) dz 存在 , 如 在 2.1 节 所 述 , 对 于 满足 a < mm 


收敛 , 则 广义 积分 


< sn < blim_ rn = o im sn = 的 所 有 数列 frn},fsn}, 只 须 证 明 极限 lim 人 

jz)dz 收敛 即 可 . 根据 假设 lim wv 的 = % ,Joy9 (的 一 六 所 以 由 中 值 定理 , 对 每 
一 个 rn, sn, 存在 满足 rn = yp (pn) ,sn = wen) 的 pronma<mm<pBa<om< 有 . 
为 了 验证 数列 {pn} 收敛 于 a 我 们 假设 {pn} 不 收敛 于 a, 则 对 某 个 正 实 数 s, 存在 
无 数 个 满足 a +e < pn < 有 的 项 pn. 根据 1.6 节 的 定理 1.30, 由 这 无 数 个 项 pn 组 
成 的 {pn} 的 子 列 包含 收敛 的 子 列 pw pn-…,pnn,… 设 该 极限 为 w = lim_pnw， 
则 a+e pn <B, 所 以 a+e<xw<xgB. 车 w=pPB, 则 


nim, lpnm) = emp) =6>0, 
车 w<B, 则 
lim p(pnm) = p(w) >a, 


m—o0 
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不 论 哪 种 情况 , 者 与 
wm Ppnm) = lim ra, = lim rn =a 
相 矛 盾 . 因此 ,jim pn 二 a, 同 理 lim on = PB. 所 以 
sn on 8 
dn, f= nm, {toe Wa = { slo) War 


即 广义 积分 [ J (zjdz 收敛 , 并且 等 式 (4.59) 成 立 . OD 
在 定理 4.15 中 , 若 用 15 = iimop 人 区 和 a= ,1 iim oo2 (0) 分 别 代 蔡 a= ， Jim np) 


和 b==, a。9(), 则 只 是 等 式 (4.59) 式 变 为 


a B 
/rdtz= ro) Wa (4.60) 
b a 


其 他 的 都 不 变 , 定理 仍然 成 立 . 定理 4.15 中 wa 中 的 任意 几 个 换 写成 +oo 或 
一 00, 定理 4.15 仍然 成 立 . 证 明 过 程 按 换 写 的 方式 加 以 整理 即 可 . 例如 , 将 8 换 成 
+oo 时 , 证 明 中 与 定理 4.15 中 “假设 {pn} 不 收敛 于 a, 则 对 于 任意 正 实数 6, 存在 
无 数 个 满足 +e < pn < +oo 的 项 pn” 以 上 的 部 分 证 明 相 同 . 由 这 无 数 个 项 pn 组 
成 的 {pn} 的 子 列 如 果 没有 界 , 则 它 包 含 发 散 于 +oo 的 子 列 pns, pns，…, pn,…"; 如 
果 有 界 , 则 它 包含 收敛 于 某 个 wa 十 e < w < +oo 的 子 列 pry pns，…; Pn，…， 所 
以 ,或 者 
slim, Plpnn) = , lim p(t) =b>a, 

或 者 

dim, Plpnm) = p(w) > a, 
这 都 与 

nim Plpnm) = lim rnm =a 
相 了 矛盾. 所 以 ,limupn = a. 同 理 , 假设 lim on = +oo 不 成 立 , 则 因为 a < on, 所 
以 数列 {on} 包含 收敛 于 菜 个 wa<w< oo 的 子 列 cn cnz，…,onnw，… 并 且 
jlimp(cno) 等 于 a 或 p(w),a<w<+oo. 这 与 

,v0mn) = ,im Se, = 

相 矛 盾 . 所 以 ,lim on = +oo, 因此 


sm fer= iim, fo Wat= {tio Wet 0 
Tn pn a 
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z= -tt 是 积分 变量 变换 的 最 简单 的 例子 . 将 这 样 的 变换 代入 公式 (4.60) 中 , 则 


dz = 一 db 所 以 
[ /ar = f(at = /fo 


右边 积分 的 积分 变量 用 z 替换 , 可 得 公式 
b —a 
f ramaz= {tar (4.61) 
a -—b 


此 公式 中 若 把 (a,8) 换 成 (a, 二 oo), (00,b) 或 (一 co, +co) 时 , 结果 仍然 成 立 . f(z) 
的 定义 域 在 变换 z 一 -z 下 定义 域 不 变 , 并 且 满 足 恒等式 /(-z) = f(z) 时 , 称 f(z) 
是 关于 z 的 偶 函 数 (even function); 满足 恒等式 f(x) = 一 f(z) 时 , 称 f(z) 是 关于 
Zz 的 奇 函数 (odd function). 例如 , cosz 是 关于 z 的 偶 函 数 , sin z 是 关于 z 的 奇 函 数 . 
根据 (4.61) 式 , 若 f (z) 是 关于 z 的 偶 函 数 , 则 


[ toa = /yd 


若 f(z) 是 关于 z 的 奇 函 数 , 则 


/人 "(ods = [rar 


这 若 用 f(z) 的 四 表 措 给 出 来 识 一 和 了 然 了 . 
例 4.10 全 Insinzdz = 一 了 In2. 


[证 明 ] 在 区 间 (0,x/2] 上 ( 旦 让 连续 , 并 且 imo Insinz = 一 co， 广义 积分 
”asianaaz 改线 ,事实 上 ,因为 
lnsinz = In ( 旦 =) 十 Inz， 


并 且 根据 (3.23) 式 得 , .imolainz/z) = 0 根据 (4.23) 式 得 ，/ nzdz = =lnz -xs， 
根据 2.3 节 的 例 2.9 得 ， imozInz = 一 sim TIn(1/2) =0, 令 


/2 
号 = 三 ln sin zdz. 
进行 积分 变量 变换 z = x 一 t, 则 dz = -dt, 所 以 


x/2 x x 
s=-/ nsinx ~Dat= 人 msintat= 人 Insin zdz. 
人 /2 FA/2 
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因此 ， 
25 = / Insin zdz. 
0 


在 此 若 进行 变量 变换 z = 2t, 则 dz = 2dt, 并 且 


Insin(2t) = In(2sint. cost) = In2 + Insint+ Incost, 


所 以 ， 
/2 x /2 /2 
5=/ Insin(2t)dt = Sm2+/ nsintdt+ 人 Incostdt, 
0 2 0 0 

令 4t= /2 一 多 则 

/2 0 /2 

了 meosttt= 一 人 neos (Fo) au= Insinudu. 

o /2 2 o 

因此 
S= FIn2+25, 
所 以 
n 
$= -> In2. 口 


例 4.11 三 。 es dz = Vi. 
/证明 ] 因为 e-* 是 关于 z 的 偶 函数 , 根据 (4.61) 式 得 


0 i 十 co 
e ”dr= | er 
J 


所 以 只 须 证 明 


即 可 . 又 根据 Taylor 公式 (3.39) 式 得 
ez =1+z+3o z72, 0<0<1, 


所 以 , 当 z 关 0 时 ,e? > 1+z. 将 z 换 成 z2 或 -z2 可 得 ,em > 1+za er > 1 一 z2， 


即 1 


2 
二 三 二 
和 1 十 zZ2 
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所 以 , 对 于 任意 的 自然 数 n, 有 


(1 一 z2)” < er 


< ra 
以 1 + 二 
1— z2)nd 一 mz2 1 
/ (1 -2°) </ e dz</ 7T 一 一 vvdz. (4.62) 


(1 二 z2)m 
这 里 广义 积分 的 收敛 可 以 通过 4.3 节 的 例 4.6 得 出 的 


yl dz < 三 dz _x 
o. (1+z2)"* “Jo 1+z2 2 


来 推 得 . 为 了 求解 (4.62) 式 左边 和 右边 的 积分 值 , 考察 4.2 节 的 例 4.4 中 出 现 的 定 积 
分 5% = J (sinz)"dz. 首先 将 z = cott = 1/ tant 中 的 积分 变量 x 替换 成 t. cott 
是 区 间 (0,r/3] 上 关于 t 的 连续 可 微 函 数 , 因为 0 < cott < +oo, ,lim, cott = +o0, 
cot(r/2) = 0, d (cott) /dt = 一 1/ sin?t. 又 由 于 1+z2 = 1/sin2t 所 以 根据 定理 4.15， 


dz 2n-2 a 2n_2 
一 一 i mn-2dt 一 ji -2dt = 
人/ TF) = tnd dt 人/ (sint)*" ?2dt = S2n-2. 


同 理 , 若 z = cost,0 <t < n/2, d(cost) /dt = —sint,l1— 2?=sin?t, 则 


fa —z2)"dr= [en ttldt = San+1. 
0 0 
另 一 方面 , 根据 变量 变换 z = t/Vn， 


+o0 1 /tee 。 
en" dz = 去 / et dt 
上 万 | 


根据 (4.62) 式 可 得 
+oo 
VnSant1 < 人 er dz < ViSan_2. 
o 
根据 (4.27) 式 和 (4.28) 式 得 


Ji Visan-2 = im vista = 站. 
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即 


5 


十 oo 吉 十 oo 2 
对 三 ”ed = Vi 进行 变量 变 痪 一 t/V5 则 可 得 。 ed = V 殉 


+o0 ez2/2 
yi 
—22/2 
< -项 是 高 中 数学 中 所 学 的 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 
习 题 
31. eae (试用 变量 变换 t= 二 e”, t=sinz, t=tanz,t=tan 芝 


35. 


6/ 加 /ee zdz, 0 / sas a>0,6>0 


lz 
CE Vf as Ce 


. 将 下 面 的 不 定 积分 用 初等 函数 表示 (试用 分 部 积分 法 ): 


0 / Be /nar ， sn(zjdz pq 是 常数 


(iil) 由 are-zdz,m 是 自然 数 ， (iv) / cost zdz. 


. 求 下 列 定 积分 的 值 : 


1 号 a x/2 dr 
of 3 ey @®/ rp o>0,b>0, 


je 
rth 
Gi) Fe ,a>1, (vy) J sin(azjerzdz，a > 0. 


. 求 积分 入 lsinzle-*dz 的 值 三 村 征 雄 《微分 积分 学 9, p. 149). 


关于 习题 26 中 Hermite 多 项 式 H(z), 证 明 


十 oo 
J am 有 zjersdz 一 | ™ Wy 
人 yi 


成 立 ， 


. 试 证 对 于 在 区 间 [a,9] 上 连续 的 任意 函数 f(z),g(z), Schwarz 不 等 式 


(f fas) < f sear gleyae 


@ 三 村 征 雄 编 《大 学 演习 微分 积分 学 》, 深 华 房 


2 


172 第 4 章 积分 法 


成 立 . 


37. 设 函数 p(y) 在 区 间 工 上 关于 y 是 2 阶 连续 可 微 的 , 并 且 yp”(y) > 0. 证 明 : 当 定 义 在 区 
间 [6, 相 内 的 连续 函数 f(z) 的 值 域 包含 在 工 内 时 , 不 等 式 


e( te) < he f edlyae 
成 立 (参考 习题 29). 


第 5 章 无 穷 级 数 
5.1 ”绝对 收 全 与 条 件 收敛 
已 知 级 数 》、 ou, 通过 变换 其 项 的 顺序 得 到 新 的 级 数 》、 必 ,例如 


n=1 n=1 


i 
i Wi Wi .Wl a a" 


变换 其 项 的 顺序 得 到 的 级 数 . 如 果 新 级 数 > 的 第 n 项 ah 是 原来 级 数 号 om 的 


第 Y(n) 项 , 则 新 级 数 De 可 写作 Pow 车 用 N 表示 全 体 自然 数 的 集合 , 则 
7:nom=7n) 是 内 N 到 NN 的 一 一 对 应 . 例如 将 对 应 7 定义 为 7(1) = 1, 并且 
对 于 任意 的 自然 数 , 定义 为 7(3k) = 2K,7(3K 一 1) 一 钛 一 17(3K 二 TD)= 钛 十 1 则 


四 
ar =m+as+aaz 二 as 十 oz 十 oq 十 9 十 all 十 06 十 …， 


n=1 


在 本 节 中 , 将 假定 7 是 从 N 到 N 的 一 一 对 应 . 并 且 将 由 2 an 变换 其 项 的 顺序 得 


n=1 
到 的 级 数 记 作 》， ayn)- 


将 绝对 收 全 的 级 数 和 条 件 收 全 的 级 数 的 项 的 顺序 变换 , 得 到 的 新 级 数 与 原 级 数 
具有 完全 不 同 i 


定理 5.1 (1) 若 级 数 全 绝对 收敛, 则 即使 变换 级 数 项 的 顺序 , 其 和 s = 区 on 


n=1 n=1 
不 变 oo oo 
(2) 若 级 数 》` an 条 件 收敛 , 则 对 于 任意 给 定 的 实数 &, 能 够 变换 》) an 项 的 顺 
n=1 n=1 


序 , 使 得 》 了 artn) = 且 可 以 通过 变更 项 的 顺序 , 使 》) artn) 发 散 于 +oo 或 -oo. 
n=1 n=1 


174 第 5 章 无 穷 级 数 


证 明 已 知 级 数 》、 an, an 姑 0. 我 们 先 来 考察 级 数 》、|on| 级 数 3 |an| 或 者 收 
n=1 n=1 


n=1 


化 或 者 发 散 于 +oo, 并 且 人 |an| < +oo 意味 着 级 数 辽 |an| 收敛 用 5 演 aytn 表 
n=1 n=1 


n=1 
示 变 换 级 数 》) an 的 项 的 顺序 得 到 的 级 数 . 对 于 自然 数 m, 若 取 自然 数 7(1), (2)， 
n=1 
…,7Y(m) 中 最 大 的 一 个 , 并 且 设 其 为 , 则 


m 1 
> loroml< 》 lon|. 
n=1 n=1 


所 以 ,如果 5 |an| < +oo0, 那么 


n=1 


S 
Dlaryl < > on， 
n=1 n=1 


因此 
> lor < > lon|. 
有 一 1 n=1 


当 5 lon| =+oo 时 , 此 不 等 式 显然 成 立 . 着 把 a 和 ort 符 换 一 下 来 考虑 
n=1 n=1 


则 得 - 


oo oo 
Dj lanl < > loro， 
n=1 


n=1 
所 以 
Dlanl = Do lorenl. (5.D) 
n=1 n=1 
即 , 车 级 数 |an| 收敛, 则 变换 其 项 的 顺序 后 得 到 的 级 数 》、 |arn)| 也 收敛 , 并 且 
n=1 n=1 
等 式 (5.1) 成 立 . 如 果 》 “|on| 发 散 , 那么 D> |arw)| 也 发 散 . 
n=1 n=1 
从 这 个 结果 知 , 对 于 收敛 级 数 》 an, an 天 0, 当 负 项 a 至 多 有 有 限 个 时 , 即使 
n=1 


改变 项 的 顺序 , 其 和 s = > ,an 也 不 变 . 事实 上 , 除了 那些 至 多 有 限 个 负 的 项 , 都 有 


= 
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an = |an|. 所 以 这 时 级 数 》) an 绝对 收敛 . 当 级 数 只 有 有 限 个 正 项 时 , 若 考虑 级 数 
n=1 
》 (~an), 则 它 又 可 归结 为 只 有 有 限 个 负 项 的 情况 . 


n=1 


于 是 , 下 面 我 们 只 须 考虑 级 数 So ,om 天 0 是 含有 正 项 和 负 项 都 有 无 数 个 的 


n=1 


情况 . 车 从 》 an 中 只 取出 正 项 , 按 相同 的 顺序 排列 得 到 的 级 数 设 为 > pn; 只 取 


n=1 We 
出 负 项 , 按 相 同 的 顺序 排列 得 到 的 级 数 设 为 bts qn). 并 且 在 部 分 和 ba 中 出 
一 1 
现在 正 项 的 个 数 设 为 Xm), 负 项 的 个 数 设 为 Ven), 则 


如 A(m) v(m) 


Dan = 和 mw， Mm) + vm) =m, (5.2) 


n=1 n=1 n=1 


m A(m) v(m) 


Dlenl= Dpnt Dgn, pn>0, gn>0. (5.3) 


A 
当 mm 一 o0 时 ,和 (m) 一 +eo Vm) 一 +o0; 
(D 假设 级 数 ba 绝对 收敛 , 则 根据 (5.3) 式 , 级 数 ba 和 级 数 Do 都 收 
化 所 以 根据 (59) 式 ， 
= Pm- ba (5.4) 


n=1 
如 上 述 , 即使 改变 级 数 项 的 顺序 , 和 P = Fp Q= bp gn 都 不 变 . 从 而 即使 改变 
n=1 n=1 


项 的 顺序 , 和 s = an 也 不 变 . 


nl 


(2) 假设 级 数 ba 条 件 收敛 . 车 ba 收敛 的 话 , 则 根据 (5.2) 式 ， ne 


收敛 , 所 以 根据 (5.3) 式 ， 和 len| < +oo, 这 与 假设 矛盾 . 所 以 级 数 bn 发 散 . 同 


n=1 


理 , 级 数 Dm a 即 叶 mm 二 +oo, Dgn =+oo. 所 以 , 若 令 


n=1 n=1 n=1 


Pm = Tp Qm= oe, 
n=1 n=1 
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则 数列 列 {Pn} 和 {Qm} 同时 单调 递增 . 并 上 且 当 m 一 co 时 , Pm 一 +co, Qm 一 +oo. 
因此 , 当 实 数 & 给 定时 , 对 于 每 一 个 自然 数 m, 可 确定 满足 下 式 


Pe(m-1 < €+ Qm < Pe(m) (5.5) 


的 自然 数 k(m)， 但 是 , 当 & + Qm < pi 时 , 令 k(m)=1 并 且 把 (5.5) 式 用 下 式 
€ 十 Qm < 中, Pi = pi 来 替换 . 显然 


Km 一 DJ 区 Km， 一 co 时 km 一 +oo 


根据 (5.5) 式 ， . 
及 om — Qm — Pk(m) < € < Pk(m) — Qm, (5.6) 


因为 级 数 an 收敛 , 所 以 当 半 一 co 时 , an 一 0. 因此 , 当 m 一 co 时 , pk(m) 一 0. 
nl 
所 以 


€= ,lim (Pe(m) — Qm). (5.7) 
于 是 , 令 
Al = Pd) - Q1, 
An = 及 om) — Qm(Pk(m-y) — Qm-1), m= 2,3,4,5,.…, 
因为 
及 om — Qm = A1+ A2 + As+***+ Am, 
所 以 , 根据 (5.7) 式 ， 
上 = DAm=A1tA+.+ Am+... (5.8) 
m=1 


车 km 一 1) < km), 则 
Am = pk(m-—1)+1 + Pk(m—1)+2 十 … 十 Pk(m) 一 gmy 


车 km 一 1)=k(m), 则 
Am = —gm, 


并 且 (5.8) 式 的 右边 写成 


Qr(1) 十 ar(2) + ar(3) + "+ artn) 十 


5.1 绝对 收敛 与 条 件 收敛 ”177 


这 样 得 到 的 级 数 》) ay(n) 是 由 级 数 》 an 变换 其 项 的 顺序 之 后 得 到 的 , 其 部 分 和 
n=1 n=1 
或 者 为 
! 
> or) =Al+A2+.…+Am+pem)+1+ +Pkm)+i Kk(m)+j < k(m+1), 
n=1 
或 者 为 


1 
Dartn) =Al+Aaz 十 … 十 Am 


n=1 
根据 (5.8) 式 , 当 mm 一 co 时, Am 一 0, 所以， 
Pk(m)+1 十 … 十 Dk(m+1) = Pk(m+1) 一 Pk(m) = Am+1 + gm+1 — 0(m — 00). 
因此 根据 (5.8) 式 ， es 
过 or(m) 一 二 


当 级 数 二 on 条 件 收敛 时 , 为 了 说 明 改 变 它 的 项 的 顺序 就 能 够 使 级 数 三 wm 
发 散 于 +oo， “在 上 述 证 明 中 ， 把 不 等 式 (5.5) 式 替换 为 


Pi(m)-1 < m+ Qm < Pk(m) 
即 可 . 进一步 , 要 使 级 数 》 av 发 散 于 -oo, 只 须 改 变 原 级 数 的 项 的 顺序 , 使 
n=1 
> (-ovo) ) 发 散 于 +co 即 可 . 口 


n=1 


为 求 绝对 收敛 级 数 的 和 s = To, 根据 (5.4) 式 , 只 须 分 别 求 出 正 项 和 ba 


n=1 


与 负 项 和 5 (qn), 然后 相 加 即 可 , 即 sp 3 gn. 这 表明 和 。 是 无 数 个 实 


n=1 n=1 n=1 
数 an 的 “总 和 ”. 对 条 件 收敛 的 级 数 的 和 s = 》 an, 如 果 改 变 级 数 的 项 的 顺序 , 那 
n=1 
么 其 和 就 会 改变 . 所 以 不 能 认为 此 和 是 on 的 总 和 . 
着 地 对 尖 直 的 两 个 机 妆 煌 和 的 和 ; 分 配 律 成 立 . 即 级 数 by 和 级 数 ba 


n=1 


都 绝 对 收敛 时 , 若 令 s 二 Do t= Sb, 则 有 


n=1 
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3 一 alb + a2b1 + a1b2 十 asb + a2b2 十 albs + aabi + asbz + +**, (5.9) 


并 且 右 边 的 级 数 绝对 收敛 . 
证 明令 om = Don Tm = bol o= bol r= ba 再 令 


Pn = |an|loi| + lan-ille2| 十 lan-2|lba| 十 … 十 loallbn|. 


则 bs 是 (5.9) 式 右边 级 数 的 前 m(m + 1)/2 项 的 绝对 值 的 和 , 并 且 
n=1 . 


[WE 


pn < OmTm < oT. 
nn 


1 
所 以 (5.9) 式 右边 的 级 数 绝对 收敛 . 进而 , 》) pn < ar. 因为 
n=1 


2m—1 


omT™m < > pw 
n=1 


所 以 


co 
or= wn, OmTm = > 2 


n=1 


因此 
im (mm 号 三 =0, 


n=1 


车 令 sm = >》 am tm = 》 加 , 则 
n=1 n=1 


m. 
& amTm 一 > Pn: 


n=1 


. m 
Smtm 一 > (on 十 an-lbz 十 … 十 abn) 


n=1 


所 以 
oo 
st = ,lim smtm = (on 十 an-lb2 十 … 十 albn). 


n=1 


即 (5.9) 式 成 立 . 口 
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关于 条 件 收敛 级 数 ,分 配 律 (5.9) 式 未 必 成 立 。 例如 , 若 an = bn = (一 1)"!1 /Vn， 
根据 1.5 节 的 定理 1.23, 交错 级 数 bt 和 Th, 收敛 ， 因 为 (n 一 k+ Dk < 
n=1 
(mn 十 1)?/ 4, 所 以 


|anbi + an_—1b2 + ta D> 


k=1 
并 且 (5.9) 式 右边 的 级 数 不 收 敛 . 坟 
上 述 关 于 级 数 的 绝对 收敛 的 结果 , 对 复数 级 数 》) wn, wn = an 十 ii (an,bn 为 
n=1 
实数 ) 也 成 立 . 即 , 若 > hwn| < +co, 则 即使 改变 项 的 顺序 , 其 和 s = 2 也 不 变 . 


事实 上 , 因为 此 时 ba 和 D3 同时 绝对 收敛 ， 并 且 s= ba 十 1b 此 外 
n=1 n=1 
分 配 律 (5.9) 式 成 立 - 
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a) 标准 级 数 可 
我 们 在 1.5 节 d) 中 已 经 盖 述 过 : 要 证 明 级 数 》) an 绝对 收敛 , 往往 采用 它 与 


n=1 


标准 级 数 相 比较 的 方法 ， 当 级 数 的 每 一 个 项 an 都 是 正 实数 时 , 称 级 数 > ”ov 为 正 
n=1 
项 级 数 .》 an, an 关 0 绝对 收敛 , 是 指正 项 级 数 》 |an| 收敛 . 所 以 , 我 们 考察 绝对 
n=1 n=1 
收敛 时 , 开始 就 考察 正 项 级 数 即 可 . 设 》) an 是 给 定 的 正 项 级 数 , 并 设 > rn (k 是 
n=]1 n=k 
自然 数 ) 是 标准 的 正 项 级 数 . 如 果 存在 自然 数 no(no > 上) 和 常数 4(4 > 0), 使 得 


当 n > no 时 ， 有 an < Arn. (5.10) 


成 立 那么 , 若 Dra 收敛 , 则 级 数 Da 也 收敛 . 事实 上 , 因为 正 项 级 数 或 者 收 全 


n=k n=1 


或 者 发 散 于 +oo, 并 且 当 bp Tn < +oo 时 , 根据 (5.10) 式 ， 二 an < +oo. 同 理 , 如 
果 存 在 自然 数 no(no > 月 和 常数 4(4 > 0), 使 得 . 
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当 n > no 时 ， 有 an > 4rn (5.11) 


成 立 那么 , 若 mv 发 散 , 则 on 也 发 散 
n=1 


n=k 


作为 标准 级 数 , 最 一 般 的 是 等 比 级 数 全 rm,r > 0, 此 外 ， 
n=1 


1l 忆 _1 
be Sm a>0 


等 也 层 展 作为 标准 级 数 被 运用 . 要 判别 这 些 级 数 的 收敛 性 , 与 广义 积分 进行 比较 是 
简单 的 做 法 . 

定理 5.2 。 设 r(z) 是 区 间 [k,+o0) (k 为 自然 数 ) 上 的 连续 单调 递 丰 了 数 , 且 +(2) > 
0, ,liph_r(z) = 0. 并 且 对 于 每 个 自然 数 mw m > hh 设 ra = 7(m). 那么 , 若 广义 积 


Ei 2 : 
分 rtes 政策 则 级 至 > re 也 收 全 若 广义 积分 /” rzjdz 发 和 则 级 数 


n=k 


n=k 
证 明 ”根据 假设 , 若 上 和 mn -1<z<am 时,r(z) >rn; 若 k<n<z<nt+l 时 ， 
Tn > 7(z). 所 以 


n n+l 
/ Fr(z)dz 一 rn > 0， mm -/ r(z)dz > 0, 
n—l n 


因此 a 本 四 
人/ r(z)dz 一 2 Tn 一 >》 于 (三 


r(z)dz 一 ™) >0, (5.12) 
n=k+1 n=k+1 1 


m-1 m=-1l 


之 rn 一 三 7r(z)dz = > 人 一 ff "(eas) 光明 (5.13) 


n=k 
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所 以 


Tk + [res > >" > [rar 


并 且 , 若 rajas 收 化 则 级 数 六 mw 也 收 和; 兰 广 ror 发, 则 级 数 


n=k 
Dr 也 发 散 . 口 
n=k 
根据 (5.13) 式 和 (5.12) 式 ， 
m—l n+l m mm 
过 人 -人 "(ajar) 过 Ee -/ 7r(z)dz < rk, 
所 以 , 正 项 级 数 


二 人 一 六 rdz】 


收敛 . 若 设 其 和 为 % 则 ?7 可 以 表示 为 下 图 的 “阴影 部 分 的 面积 ”. 因为 


- 人 : 7(z)dz = 三 人 - [ 2 "(os) 十 rm 


n=k n=k 


并 且 rm 一 0(m 一 00), 所 以 ， 
im (三 - 三 7r(z) =) =7. (5.14) 


在 上 面 的 定理 52 中 , 若 令 re) = zs > 0,& 一 七 则 当 s #1 时 ,zd = 
/0 一 ); 当 s=1 时 /27195 一 Inz 所 以 ,广义 积分 三” rrdz 当 s>1 时 
1 
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收敛 , 当 s < 1 时 发 散 . 所 以 级 数 


当 s>1 时 收敛 , 当 s < 1 时 发散 . 

车 令 r(z) = z-1(Inz)-:, s > 0, 上 k= 2, 则 当 s 关 1 时 ， /sus) as = 
(nz)l-s*/(1-s); 当 s = 1 时 , /enamdz = lnlnz. 所 以 , 广义 积分 A 
Z-1(Inz) “dz 当 s > 1 时 收敛 ,s < 1 时 发 散 . 因此 级 数 


1 
一 
Ber 


当 s > 1 时 收敛 , 当 s < 1 时 发 散 . 同 理 ,级 数 


~ 1 


ri 52 
当 s > 1 时 收敛, 当 s < 1 时 发 散 . 
在 (5.14) 中 , 设 r(z) = 1/z, 大 = 1 则 极限 
本 法 1 
0= lm, (1+3+§+te tinn) (5.15) 


存在 . 我 们 把 这 个 极限 C 叫做 Euler 常数 . C 的 值 是 0.577 216…. 关于 其 数论 的 性 
质 , C 是 否 为 有 理 数 , 尚未 得 到 确认 . 
例 5.1 根据 (3.46) 式 ， 


55 


应 用 (5.15) 式 , 可 以 变换 这 个 交错 级 数 右边 的 项 , 分 别 由 每 2 个 正 项 和 4 个 负 项 进 
行 交叉 排列 , 我 们 可 以 具体 求 出 这 样 交叉 排列 得 到 的 级 数 的 和 . 用 我 们 在 3.1 节 中 阐 
述 过 的 表示 无 穷 小 的 记号 "来 代表 ,lim en = 0 的 数列 {en} 的 项 sw 则 根据 (5.15) 
式 ， 

1+3+3+ + InntC+o. 


车 令 
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. 则 
P+ Qn = In(2n) + C+o, 
号 1 
Qn=3nnt+aC+o, 
所 1 于 
P=In2+3Inn+3C+o0, 
因此 
PB = 三 天 24H 革 运 了 二 
np ng 一 2 gq 区 
所 以 


i ln? 
Bm (Pap ~ Qo) = In2+ 3In2. 


例如 , 车 取 p==2,g 二 二 则 


1 1 1 1 
5 an 
ee ge ge 
了 dn—3 dn—-l 2n’ 
所 以 
TD 1 
1 
3 ,i Us 
一 般 地 , 变换 交错 级 数 1 一 +3 一 +5 一 5+… 的 项 的 顺序 , 得 到 的 分 别 由 每 p 
个 正 项 和 4 个 负 项 交叉 排列 的 级 数 
和 de 
3 5 22-1 2 2 2p+1 4p—1 20+2 


的 和 s 等 于 级 数 的 前 np + nd 项 的 部 分 和 Pap 一 Qng. 所 以 , 可 以 给 出 下 列 公式 
关 1 2 
a 


b) 级 数 收敛 的 判别 法 


在 正 项 级 数 ba 与 标准 的 正 项 级 数 Sr" 进行 比较 时 , 根据 (5.10) 式 和 


(5.11) 式 ， 与 其 对 它们 进行 直接 的 比较 ， 倒 不 知 对 其 相信 的 两 项 比 an/an+l 和 rn/ 
rn+l 进行 比较 , 这 样 应 用 起 来 更 加 方便 ， 我 们 将 阐述 , 在原 项 中 相 邻 两 项 的 比 
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an/antl 同 》 rn，》 1/m2 等 级 数 中 相对 应 的 相 邻 两 项 之 比 进行 比较 得 到 的 收敛 
n=1 n=1 


性 的 判别 法 ee 
定理 5.3 ”对 于 正 项 级 数 》 un 和 3 w, 如果 存 在 自然 数 no, 使 得 
vn 


uw 
当 n>mno 时 ， 有 一 > 


Untl Vnt+l 


(5.16) 


成 立 . 那么 
(D 车 ba 收 全 则 级 数 》 wa 收 引 . 


ed 
人) 若 DP 发 散 , 则 级 数 ba 发 散 . 
证 明 ”根据 65416) 式 ， 


当 n > no 时 ， 有 好 > 


vn i 1” 


即 当 n> no 时 , 数列 {un/vn} 是 单调 非 增 的 . 所 以 
Wi 
当 n > no 时 ， 有 节 < we 


若 令 4 = uno/vno, 则 
当 n>no 时 un < Avn. 
所 以 , 若 级 数 bp vn 收敛 , 则 级 数 》` un 也 收敛 . 因此 , 若 级 数 DD 发 散 , 则 级 数 


n=1 n=1 n=1 


Dvn 也 发 散 . 口 


n=1 
运用 这 个 定理 ， 通 过 对 正 项 级 数 》) an 和 等 比 级 数 相 比较 , 可 以 获得 下 列 
n=1 
Cauchy 判别 法 ， 
(1) 对 于 正 项 级 数 Do 如 果 极 限 p= ,lim (ant1/an) 存在 , 那么 若 2 < 1, 则 


级 数 D2 收 丝 ; 若 p > 1 则 级 数 D on 发散 
n=1 n=1 
证明 当 p < 1 时 , 对 满足 p<"7 <1 的 实数 7, 若 取 no 充分 大 , 则 


an 1 9 
只 要 n > no， 就 有 > 了 一 FT， 
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所 以 级 数 D3 收敛 , 从 而 级 数 > 也 收敛 ， 同 理 可 得 , 当 P > 1 时 , 级 数 


n=1 

Dan 发 散 . . 口 

一 般 地 , 当 lim an = 0 时 , 称 an 为 无 穷 小 当 en, am 是 无 穷 小 时 , 无 穷 小 
enan, 用 记号 oan) 表示 . 即 我 们 把 3.1 节 中 阐述 的 在 函数 情况 下 的 无 穷 小 的 记号 
o 援引 到 数列 的 情况 中 . 进而 , a 为 无 穷 小 时 , 形 如 ynam, |yn| < p(k 为 常数 ) 的 所 
有 无 穷 小 都 用 符号 O(an) 来 表示 . 用 小 写 的 。 表示 无 穷 小 , 即 。 代表 收敛 于 0 的 数 
列 {en}, 而 用 大 写 的 O 来 表示 有 界 数 列 {Yn}. 

在 极限 p= ,lim (an+l/an) 等 于 1 的 情况 下 , 仅 通过 与 等 比 级 数 相 比 较 , 不 能 判 


断 级 数 ets 此 时 ， 通过 级 数 人 on 5 和 Dy 


相 比较 可 以 获得 下 面 的 Gauss 判别 法 。 
(2) 对 于 正 项 级 数 守 o 设 


n=1 


1 
Er (去 ) 6>0. (5.17) 


那么 ,车 o> 1， 则 级 数 Do 收敛 ;车 o < 1， 风 肯 数 沁 on 发 
是 明 当 c>1 时 ， 党 给 定 满足 o>s>1 的 实数 5 出 根据 Taylor 公式 (3.40)， 


上 a 
(+ =1+2+0( 去 ): 
ns n n 了 


所 以 根据 假设 (5.17) 式 ， 
jn (n+1l)* oc—s 1 1 
i > os 二 +o( 吉 si)-o( 志 )， 


并 且 因 为 oc 一 s > 0, 若 取 no 充分 大 , 那么 


(n+1D) ns 
na (nt+1)-s’ 


只 要 nm > no， 就 有 > 


又 因为 s > 1, 所 以 级 数 bE 收敛 . 从 而 级 数 be 也 收敛. 
n=1 
当 g <1 时， 
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了 十 1 an =- 蕊 "+o( 1 )， 


n an+1 n nits 
若 取 no 充分 大 ， 3 
只 要 n> na， 就 有 2 十 - -am _ >0. 
n Qn+l 


从 而 , 因为 级 数 1/n 发 散 , 所 以 级 数 on 也 发 散 . 
n=1 


n=1 
当 o = 1 时 , 级 数 an 与 发 散 级 数 》 rn, rn = 1/(nlnn) 相 比 较 . 因为 
n=1 n=2 
d(zInz) /dz = Inz +1, 所 以 根据 中 值 定理 ， 


(nt+l)in(n+l)-ninn=In(n+0+1>Inn+1, 0<0<1, 


因此 
Tn =1+ (+D)in(n+D) -nnn 
Tatl nnn 


Tn an __1 加 MS 网 到 Inn 

HL antl ninn o( 直 ) nlnn 人 o ns ))， 

因此 ,根据 2.3 节 的 例 29，lama lnnng = (MB) im lnna/ns = 0. 所 以 着 取 no 充 
分 大 , 则 


和 
ninn. 


1 
> I++ 二 十 
n 


只 要 n > no， 就 有 -一 > - 呈 


Tntl ”antl’ 


所 以 级 数 3 on 发 散 0 
例 5.2 。 设 级 数 
SD oP) (a) 
ed YH7+ Dy +n onl 
的 第 nn 项 为 am, 则 
Si 


所 以 根据 上 述 判别 法 (2), 这 个 级 数 在 Y+1 一 a 一 6 > 1 时 收敛 ,在 7+1-a-B<1 
时 发 散 . 这 里 , + 是 正 整数 . 
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c) Abel 级 数 变换 公式 
to0 
在 4.3 节 的 例 4.7 中 ,我 们 利用 分 部 积分 公式 ,证 明了 广义 积分 [ (sinz/z)dz 


虽然 不 绝对 收敛 , 但 是 收敛 . 与 级 数 和 的 分 部 积分 公式 相当 的 是 Abel 级 数 变换 公 
式 , 并 且 运 用 这 个 公式 , 有 时 也 可 以 证 明 给 出 的 级 数 是 条 件 收敛 的 . 


设 级 数 ba 和 > 的 部 分 和 分 别 为 sm = ba 和 t= ba 我 们 来 


考察 级 数 DR antn. 这 里 , an,bn 也 可 以 为 复数 . 若 so = 0, 并 且 大 > 1 则 
n=1 


i 
Dy antn= (sk — sk_1)tk + (Sk+1 一 skJtkH1 十 十 (sm — Sm-1)tm 
n=k 

= —Sk—1tk — Sk(tk+1 — tk) — "~ sm-1(tm — tm-1) + smtm 


= smtm 一 Sk—1tk 一 Skbk+1 一 Sk+1bk+2 —*** — Sm-—1bm, 
即 


m m—l 
Dantn = [smtm — sk-1tk] 一 沁 Snbnt+1. (5.18) 
n=k 


这 就 是 Abel 级 数 变 换 公 式 . 如 果 |sn| <h< +oo， Dll, 那么 ， lenbnnl < 


n=k 
之 lm| < +eoy 即 级 数 snbn4 绝对 收敛 .所 以 当 级 数 ant 任意 给 定时 ,车 
如 二 一 tn1(n 之 吧 , 二 风 根 据 公 起 (5.18), 直接 可 以 获得 下 面 的 级 数 收 全 的 
判别 法 
(D 如 果 级 数 on 收 全 ,并 目 级 数 三 人 一 如 绝对 收敛, 那 么 级 数 三 antn 
也 收敛. a 
(2) 如 果 部 分 和 sm = 多 an 构成 的 数列 {sm} 有 界 , {tn} ,如 > 0 为 单调 递减 


n=1 


数列 , 并 且 ,lim tn = 0, 那么 级 数 De 收敛 . 


例 5.3 设 9 是 非 2r 疾 数 倍 的 实数 车 令 on = ei”9, 则 因为 el 头 1， 所 以， 
sm 一 eig(eime 一 1)/(ex 一 1), 因此 |sm| < 2/ |e” 一 1|. 所 以 根据 上 述 (2), 对 于 任意 


收敛 于 0 的 单调 递 碱 数列 {} 级 数 》 tne” 收敛 . 即 级 数 tn cos (nb) 和 级 数 
n=1 n=1 
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如 sin (nb) 都 收敛 . 当 9 = 工时 , 级 数 》 tncos (nb) 是 交错 级 数 区 (DM 所 
n=1 n=1 n=1 
以 , 这 个 结果 是 关于 交错 级 数 收敛 的 1.5 节 定理 1.23 的 推广 . 


5.3 一 致 收敛 


a) 函数 序列 的 极限 

如 态 (z), 户 (z)， 户 (2 … 记 (这 样 把 函数 排 成 一 列 叫做 函数 序列 , 函数 
序列 用 {fn (z)} 来 表示 . 与 数列 一 样 , 函数 序列 也 是 把 其 中 的 每 个 函数 f(z) 叫做 
它 的 项 . 函数 序列 {f(z)} 的 各 项 fn (z) 的 定义 域 未 必需 要 全 部 相同 , 但 在 本 节 我 
们 首先 来 考察 由 定义 在 某 一 区 间 工 上 的 函数 f(z) 构成 的 函数 序列 {fn (z)}. 当 函 
数 序列 {fn (z)} 的 所 有 各 项 f(z) 都 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 时 , 称 {f(z)} 为 定 
义 在 工 上 的 函数 序列 . 

设 {fn(z)} 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 序列 . 当 属于 工 的 点 上 给 定时 , {fn (&)} 
成 为 一 个 数列 . 车 此 数列 {f (5)} 收敛 时 , 则 称 函数 序列 {f(z)} 在 & 处 收敛 . 当 
{fn (7)} 在 属于 了 的 所 有 点 & 处 收敛 时 , 若 令 7 (5) = lim 户 (9), 则 可 确定 定义 在 
工 上 的 函数 f(z). 我 们 称 此 函数 f(z) 为 函数 序列 {fn (z)} 的 极限 , 记 为 f(z) = 
,lim 各 (z). 并 且 称 函 数 序列 {fn (z)} 收敛 于 函数 了 (z). 若 把 属于 了 的 实数 用 习 
惯 上 采用 的 变量 z 来 表示 , 则 这 个 函数 序列 极限 的 定义 可 描述 为 : 数列 {fn (z)} 在 
属于 工 的 每 一 点 收敛 时 , 称 函数 f (z) = ,lim fn (z) 为 函数 序列 {jn (z)} 的 极限 , 并 
且 称 函数 序列 {fn (z)} 收敛 于 函数 f(z2). 

函数 序列 {fn (z)} 收敛 于 f(z) 时 , 根据 数列 极限 的 定义 , 在 每 一 点 ze 了 对 
于 任意 的 正 实数 &, 存在 自然 数 no (se,z), 使 得 


当 n > nofe,z) 时 ， 有 |fn(z) 一 f(z)| <e 


成 立 . 一 般 地 , no (ez) 不 仅 与 <。 有 关 , 而 且 与 > 也 有 关 . 如 果 no (s,z) 不 依赖 于 点 
Zz E 了 而 确定 , 就 称 函数 序列 {f(z)} 一 致 收敛 于 f(z). 

定义 5.1 设 f(z), fn(z),n = 1,2,3,… 是 定义 在 区 间 了 上 的 函数 . 如 果 对 于 任 
意 的 正 实数 , 存在 自然 数 no (e), 使 得 对 于 任意 的 点 ze 卫 


当 n > no(e) 时 ， 就 有 |fn(z) - f(z)| < < (5.19) 


成 立 . 那么 称 函数 序列 {f(z)} 一 致 收 全 (converge uniformly) 于 函数 f(z). 
一 致 收敛 (uniform convergence) 的 含义 可 通过 下 面 收敛 而 未 必 一 致 收敛 的 函数 
序列 的 例子 弄 清楚 . 
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例 5.4 。 在 区 间 [=|0,1] 上 定义 名 (z) =z". 则 函数 序列 { 太 (z)} 收 化 , 并 且 极 限 
JG) = ,lm 所 (z) 是 f(D)=4 在 0<z<1 时 使 得 f(z) =0 成立 的 函数 . 但 此 了 
数 序列 收敛 而 不 一 致 收 人 

钙 明 要 想 证 明 (5.19) 式 成 立 , 只 须 证 明 n > no (e) 时 , 若 0<z<1 时 , 则 mm<e 
恒 成 立即 可 . 但 是 , 因为 .lin ua” =1, 所 以 只 要 不 是 => 1, 这 就 不 可 能 成 立 ，。 口 


定理 5.4 (Cauchy 判别 法 ) ”定义 在 区 间 工 上 的 函数 序列 {f(z)} 一 致 收敛 的 充分 
必要 条 件 是 , 对 于 任意 的 正 实数 =s, 存在 一 自然 数 no (s), 使 得 在 所 有 的 点 > ex 处 ， 


当 n>no(e)，m>nole) 时 ， 有 |fn(z) 一 fm(z)| <s (5.20) 


190 第 5 章 无 穷 级 数 


成 立 . 

证 明 ”根据 例子 , 若 { 户 (z)} 一 致 收敛 , 则 条 件 成 立 是 显然 的 . 于 是 我 们 反 过 来 假 
设 条件 成 立 . 根据 数列 的 Cauchy 判别 法 , 在 每 一 点 ze 工 上 , {fn (z)} 收敛 , 所 以 存 
在 极限 f(z) = lim fm (z). 车 取 m 一 co 时 的 极限 , 则 


当 n > nole) 时 ， 有 |fn(z) 一 f(z)| <e 
成 立 . 因此 , 在 所 有 的 点 >e 工 处 ， 
当 n > no(e/2) 时 ， 有 |fn(z) 一 f(z)| <e 

成 立 . 所 以 函数 序列 {fn (z)} 一 致 收敛 于 f(z). ee 口 

对 于 以 定义 在 区 间 T 上 的 函数 f(z) 为 项 的 级 数 》) 户 (z), 如 果 取 其 部 分 和 
四 n=1 

sm(7) = > fn(7), 

那么 , 若 函 数 序列 {sm (z)} 收敛 于 函数 s(z), 则 级 数 > (z) 收敛 于 s(z), 并 且 


称 级 数 》) 户 (z) 的 和 为 s(z), 记 为 
Et 
s(z) = fn(z). 
n=1 


此 时 , 若 {sm (z)} 一 致 收敛 于 s (z), 则 称 级 数 bp (z) 一 致 收敛 于 s (z). 进而, 当 


人 
级 数 1. (oj| 一 致 收敛 时 , 称 级 数 f(z) 一 致 绝对 收 全 
绝对 收敛 的 级 数 必 收 化 这 是 显然 的 . 设 
oo = sm(®) = sno) = fani (9) + otalo) + + 
则 根据 定理 5.4, 定义 在 上 的 级 数 5 所 (z) 一 致 收 介 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 任 
意 的 正 实数 6 存在 自然 数 mo (6), 使 得 对 所 有 的 点 ze 
只 要 m > n> no(e), 就 有 |snm(z)| << (521) 


成 立 . 设 
Onm(z) = |fnr(z)| + |fnt2(2)| + :+ |fm(z)l, (5.22) 
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因为 


|snm(z)| < onm(z)， 


所 以 , 若 级 数 于 有 (7) 一 致 绝对 收敛 , 则 它 也 一 致 收敛 . 
n=1 
例如 , 定义 在 (一 co,+co) 上 的 级 数 2 在 -1 和 z<1l 时 收敛 ;在 z< -1 


或 z > 1 时 发 散 . 此 时 , 若 在 区 间 工 = [-1,1) 上 定义 f(z) = 2"/n, 则 级 数 > fn (7) 

收敛 . 正如 在 2.2 节 中 阐述 的 , 当 区 间 了 被 函数 f(z) 的 定义 域 包含 时 ， 我 们 把 f(z) 

在 工 上 的 限制 , 即 f(z) 的 定义 域 限制 到 了 所 得 到 的 函数 用 f(z) 或 者 (fl7) (z) 来 

表示 . 若 采用 这 个 符号 , 则 级 数 》， (z"/n)|T 收敛 . 但 是 , 此 时 函数 z"/m 的 自然 的 
n=1 


定义 域 是 (-o0,+oo). 因此 , 与 其 说 级 数 久 (z" /| 收敛, 倒 不 如 说 级 数 Dw/n 
n=1 n=1 
在 工 上 收敛 更 自然 一 些 . _ 
一 般 地 , 当 区 间 了 被 (2) ,mn = 1,2,3,… 的 定义 域 包含 时 ,车 级 数 > (Jol7) (2) 


n=1 


收敛 , 则 称 级 数 》) fn (z) 在 工 上 也 收敛 ; 若 级 数 》) (fn7) (z) 一 致 收敛 , 则 称 级 数 


n=1 n=1 
所 (z) 在 工 上 也 一 臻 收敛， 另外 , 若 函 数 序列 {(fn| 了 )(z)} 收敛 , 则 称 函数 序列 


n=1 
{ 折 (z)} 在 工 上 收敛 ; 若 函数 序列 {(f"|7)(z)} 一 致 收敛 , 则 称 函 数 序列 {f(z)} 在 
了 上 一 致 收敛 . 进而 , 若 级 数 bp I(fn|7) (z) | 收敛 , 则 称 级 数 En (z) 在 工 上 绝对 


n=1 


收敛 ; 若 级 数 三 ne ) | 一 致 收 化, 则 称 级 数 ba (2) 在 T 上 一 致 绝对 收 全 


根据 一 致 收 全 的 定义 易 知 ， 函数 序列 {f(z)} 在 区 间 了 上 一 致 收敛 于 函数 f(z) 

蕴涵 着 , 当 n 一 00 时 , |fn(z) 一 f(z)| 在 工 上 的 上 确 界 收敛 于 0. 即 
dm, suplfn(7) — f(2)| =0. 

b) 一 致 收敛 与 连续 性 
定理 5.5” 设 函数 户 (z) ,n= 1,2,3,… 在 区 间 了 上 连续 . 

(1) 如 果 函 数 序列 { 户 (z)} 在 工 上 一 致 收敛 , 那么 其 极限 f(z) = ,lim_ fn(z) 在 
工 上 连续 . 

(2) 如 果 级 数 3 万 Co) 在 T 上 一 致 收敛 ,那么 其 和 s(z) = 三 (z) 在 T 上 连 


n=1 


续 . 


192 第 5 章 无 穷 级 数 


证 明 ”因为 (2) 是 (1) 的 推论 , 所 以 证 明 (1) 即 可 . 为 此 , 只 须 证 明 在 属于 工 的 每 一 
点 a 处 , f (z) 是 连续 的 即 可 . 所 以 我 们 考虑 给 定 的 点 ae 二 对 任意 的 正 实数 e, 根 
据 假设 , 存在 自然 数 no (e), 使 得 在 所 有 的 点 re 了 处， 
只 要 n > na(e)， 就 有 nlz) f(z)| <e 
成 立 . 又 因为 名 (z) 在 点 a 连续, 所 以 存在 正 实数 5 (6， 
只 要 lz -ol < in(e)， 就 有 fn(z) -Pa << 
成 立 . 于 是 , 确定 满足 n > no (e) 的 自然 数 m 并 取 5(e) = 5 (e). 因为 
1 一 Fol< IF(2) = fa + Fal) + fal + Fale) = F(a), 
所 以 
If (0) = (ol < 2e+ fn) -efa(o)l. 
故 
只 要 lz 一 al < 5(e)， 就 有 lf(z) - Ja < 3e， 

因为 = 为 任意 的 正 实数 , 所 以 函数 f(z) 在 点 a 连续 0 

在 区 间 工 上 连续 的 函数 序列 {f(z)} 在 工 上 收敛 , 但 未 必 一 致 收敛 时 , 如 上 述 
例 5.4 中 证 明 的 , 函数 序列 的 每 一 项 户 (z) 的 极限 f (z) = ,lim_ f(z) 未 必 在 工 上 
连续 
例 5.5 ”对 于 每 一 个 自然 数 n, 在 区 间 [0,3] 上 连续 的 函数 户 (z) 定义 如 下 : 


0<z < 时， flr) = mm， 


<z < 2 时 ， 记 Go) = 2 一 nz， 
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当 所 (0) = 0, 并 且 任 意 给 定 z, 0 < z < 3 时 , 车 n> 2/z, 则 所 (z) = 0. 所 以 

,lim, 有 (z) = 0. 因此 在 区 间 [0,3] 上 函数 序列 {所 (2)} 收敛 , 并 且 极限 ,lim, f(z) = 

0 连续 . 但 是 , 有 (1/n) 三 1 所 以 在 [0,3] 上 收敛 但 非 一 致 收敛 

定理 5.6 ”比较 级 数 》) 户 (z) 与 收敛 的 正 项 级 数 》 an 时 , 如 果 在 区 间 工 上 恒 有 
n=1 n=1 

| 所 (z)1< on, 那么 


(1) 级 数 所 (z) 在 区 间 了 上 一 致 绝对 收敛 
n=1 


(2) 车 每 项 户 (z) 在 区 间 工 上 连续 , 则 其 和 s (z) = 》) fn (z) 在 区 间 了 上 连续 . 
n=1 
证 明 设 
mm(z) = |fnri(Z)| + |fnt2(2)| + + lfm(z)| 
则 在 区 间 工 上 , 恒 有 
Onm(T) < an+1 十 an+2 十 …… 十 Qm 


则 根据 Cauchy 判别 法 ， Th (z) 在 工 上 一 致 绝对 收敛 . 因此 ba (z) 在 工 上 一 


n=1 
致 收敛 . 所 以 若 每 项 六 (z) 在 T 上 连续 , 那么 , 根据 定理 5.5 的 (2), s (7) = > f(s) 
在 区 间 工 上 连续 ， 口 
例 5.6 在 3.3 节 例 3.4 中 , 我 们 约定 了 函数 
j@= 六 去 |sincmlmhh 
n=1 


在 数 轴 R 上 的 连续 性 将 在 第 5 章 中 证 明 , 如 果 我 们 留意 在 R 上 , 恒 有 


时 1 
0< 丈 |sm(rnlz)| < a 


成 立 , 则 根据 上 述 定理 5.6, 结论 显然 成 立 . 
例 5.7 ”如 我 们 在 1.5 节 f) 中 阐述 的 , 全 体 有 理 数 的 集合 Q 是 可 数 的 , 并 且 可 以 
表示 为 Q = {rl,72,73,… ,Tm,… 小 设 
= 1 

fn(®) = 亏 2m(1 十 mn2(z 一 rm)2)” (5.23) 
则 根据 定理 5.6, (5.23) 式 右边 的 级 数 在 区 间 (一 co, +co) 上 一 致 绝对 收敛 ,并 且 fn (7) 
是 区 间 (-co, +co) 上 关于 z 的 连续 函数 ，(5.23) 式 右边 级 数 的 各 项 中 , 除去 满足 
rm = 的 项 , 其 余 各 项 随 着 n 的 增加 , 呈 单 调 递减 . 所 以 在 每 点 z 处 , {fn (z)} 是 单 
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调 递减 序列 , 并 且 显 然 有 户 (z) > 0. 故 可 确定 极限 f (z) = ,lim 所 (7). 函数 f(z) 
具有 下 列 性 质 : 在 无 理 点 > 处 , f(z) = 0; 在 有 理 点 rm 处 , f (rm) = 1/2™. 
证 明 根据 (5.23) 式 ， 


大 oo 


1 1 . 
fn(z) — > 2mn(1 Fna(z rm)) < > 2m ™ DF 


m=1 m=k+1 


若 和 m 基 mm 则 jim 1/(1+m2(z 一 rm)?) =0, 所 以 如 果 取 这 个 不 等 式 在 n 一 co 时 的 
极限 , 那么 , 当 z 是 无 理 数 时 ， 
1 
If(z)| < 未， 
当 z=rm,m < 上 时， 


出 出 
四 一 均 < 


成 立 . 在 此 , 若 取 上 一 co, 则 在 无 理 点 z 处 , f(z) = 0; 在 有 理 点 rm 处 , f(rm) = 
1/2™. 口 

函数 f(z) = lim fn (z) 与 2.2 节 例 2.4 的 函数 一 样 , 在 每 个 有 理 点 rm 处 不 连 
续 ; 在 每 个 无 理 点 处 是 连续 函数 . 若 

gn(7) = fn(z — 1/Vn), 
则 
4 1 下 二 
m0) 2 mr rm | < 

在 包含 z= rm 的 点 z 处 , 因为 ,lim 1/(1+n2(z 一 rm 一 1/VR)?) = 0 所 以 对 于 必 
存在 自然 数 no (k,2), 使 得 


只 要 n > no(h)， 就 有 lgn(2) < 可 
成 立 . 所 以 ,lim, gn (z) = 0, 即 函 数 序列 {go (z)} 在 区 间 (-o0,+o0) 上 收敛 于 0, 但 
是 ,收敛 的 函数 序列 {9 (z)} 在 任意 的 区 间 (a,a + 6),e > 0 上 非 一 致 收 伍 事实 上 ， 
车 取 属于 (oo 十 避 的 一 个 有 理 点 rm 则 


im, gn(rm +IAv 同 = ,lim, fol(rm) = f(rm) = 1/2", 
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因此 
liminf( sup gn(7))>1/2">0. 
了 一 00 ac<r<ate 

因为 户 (z) = gn(z 十 1/VD), 所 以 函数 y = 所 (x) 的 图 像 Gy, 是 把 y = gn (z) 
的 图 像 “ 沿 着 z 轴 向 左 平移 1/ Vn? 得 到 的 . 通过 每 一 图 像 的 单纯 平移 , 由 收敛 于 0 
的 函数 序列 {gn (z)}, 获得 收敛 于 在 所 有 有 理 点 处 不 连续 的 函数 f(z) 的 函数 序列 
{fn (7)}. 

关于 单调 连续 函数 序列 的 收敛 , 下 列 定理 成 立 . 
定理 5.7(Dini 定理 ) ”如 果 以 在 闭 区 间 [w, 中 上 的 连续 函数 fn (2) 作为 项 的 单调 非 
增 函 数 序列 , 即 满足 

f(z) > fo(z) > fa(z) > > fn(s) > <z<b 
的 函数 序列 {f(z)} 收敛 于 [a, 相 上 的 连续 函数 f(z), 那么 函数 序列 {如 (z)} 在 
[w 上 一 致 收敛 于 f(z). 
证 明 设 g(z) = 万 (z) 一 了 (x), 则 只 须 证 明 函 数 序列 {gn (z)} 在 [四 上 一 致 收 
敛 于 0 即 可 . 据 假设 gn (z) 在 区 间 lo, 如 上 连续 , 函数 序列 {gn (7)} 单调 非 增 , 并 且 
收敛 于 0. 车 假设 它 在 [o, 踢 上 非 一 致 收敛, 则 对 于 某 个 正 实数 eo， 无 论 取 什 么 样 
的 自然 数 n, 当 mm > n 时 , 在 [a,4] 上 不 等 式 gm (z) < eo 未 必 成 立 . 即 对 于 每 个 
自然 数 n, 存在 满足 gm (cn) > eo 的 自然 数 m > n 和 点 cn, a < cn < 则 , 因为 
gn(cn) > gm(cn), 所 以 
gn(cn) > co: (5.24) 
根据 1.6 节 的 定理 1.30, 这 个 cn 构成 的 点 列 {cn} 具有 收敛 的 子 列 cms, eno, cns，…， 
cu 车 设 此 极限 为 c= 起 则 函数 gn (z) 关于 z 连续 . 所 以 
gn( = lim, gn(cn;), 
车 nj > n, 则 根据 (5.24) 式 ， 
gn(cn;) > gn; (cnj) > co 
因此 
gn(c) > e0 > 0. 

这 与 函数 序列 收敛 于 0 相 蔬 盾 . 故 函 数 序列 {gn (z)} 在 [a, 冲 上 一 致 收敛 于 0 口 

当然 , 对 于 单调 非 减 的 函数 序列 , 与 定理 5.7 相应 的 结论 也 同样 成 立 , 

例 5.7 中 的 函数 序列 {fn (z)} 是 单调 递减 序列 且 收敛 ， 它 提 供 了 一 个 在 任何 区 
间 [o 中 a < 5, 非 一 致 收敛 的 连续 函数 序列 的 例子 { (z)} 在 [e, 可 上 非 一 致 收敛 
性 , 根据 定理 5.5 的 (1) , 可 由 函数 f (7) = ,lim fn (7) 在 所 有 的 有 理 点 不 连续 获得 . 
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5.4 ”无穷 级 数 的 微分 和 积分 


a) 一 致 收敛 级 数 
定理 5.8 ” 设 所 (7z),n = 1,2,3,… 是 定义 在 区 间 [a,9] 上 的 连续 函数 , 若 函 数 序列 
{fn(z)} 在 [a,8] 上 一 致 收敛 , 则 极限 f(z) = ,lim fn(z) 也 在 [o,9] 上 连续 , 并 且 


b b 
f sar = 加 rod 0) = im, fle). (5.25) 
证 明 ”关于 函数 f(z) 在 [a,9] 上 的 连续 性 , 我 们 已 经 在 定理 5.5 的 (1) 中 证 明 . 根 
据 假设 , 对 于 任意 的 正 实数 6, 存在 自然 数 no(e), 当 a < 2 < 时 ， 
只 要 n > no(e)， 就 有 f(z) -f(D)| <s 
成 立 . 所 以 ,根据 41 节 的 定理 4.1 


| 人/ “Pdz- / “ydz 


故 sm [he = f(z)dz. 口 

例 5.8 “ 设 刀 (z) 是 例 5.5 中 定义 的 区 间 [0， 上 的 连续 函数 . 若 gm(al = afuta), 在 

每 -个 点 5 处 (0<zs 习 恒 有 Jaugnla =0 但 /oladz=m /Adz= 工 
机 和 0 0 0 

所 以 lim / gn(z)dz 1 与 人/ ,im_gn(z)dz = 0 不 等 即 (5.25) 式 在 无 条 件 下 不 


成 立 . 
定理 5.9 ” 设 函数 刀 (z) 在 全 体 区 间 工 上 连续 . 


(1) 若 级 数 》' 名 (z) 在 工 上 一 致 收敛 , 则 对 属于 工 的 任意 两 点 cz 有 


n=1 


b b 
< [ Wy) -soar < { car = 


/人 Dfn(z)dz = > / fas)dz. (5.26) 
Q nel ml vc 


(2) 若 每 个 函数 户 (z) 在 工 上 连续 可 微 , 》 刀 (z) 在 工 上 收敛 , 并且 》 扩 (z) 


n=1 n=1 


在 工 上 一 致 收敛 , 则 》， 刀 (z) 也 在 了 上 连续 可 微 ,并且 
n=1 


和 fn(z) = 3 f(z). (5.27) 
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证 明 (1) 设 sm(z) = 2 Fle), s(z) = Dn 了 则 根据 定理 55 的 (2), s(z) 在 区 
间 了 上 连续 , 并 且 根 据 假设 , 函数 序列 fn.(z)} 在 工 上 一致 收敛 于 staj, 所 以 根据 
定理 5.8， 人 
(z)dr = 1 m(z)dz = lim fn(z)dz, 
[om mem, fe 


即 (5.26) 式 成 立 . 
(3) 设 tz) = 》 及 (z), 则 tz) 在 工 上 连续 , 并且 根据 (1)， 
n=1 


[usa = fas = Dns) flo), 
n=1"° n=1 


所 以 


Dm)= /wasto, C=). 
n=1 a n=1 


因此 , f(z) 在 工 上 连续 可 微 ,并 且 (d/dz) > 所 (z) =t(z). 即 (5.27) 成 立 ， 口 


n=1 n=1 
定理 5.9 表明 : 在 一 定 条 件 下 , 要 把 级 数 的 和 》) 有 n(z) 进行 积分 或 者 微分 , 只 


n=1 

要 把 它 的 各 项 分 别 进行 积分 或 者 微分 即 可 . 把 级 数 的 各 项 分 别 进行 积分 或 者 微分 , 
称 为 过 项 积分 或 者 逐 项 微分 

b) 一 致 有 界 的 函数 序列 

定理 5.8 中 , 用 {f(z)} 的 一 致 有 界 性 替代 函数 序列 {f(z)} 的 一 致 收 全 性 , 结 
论 也 成 立 
定理 5.10(Arzel3 定 理 ) ” 设 在 闭 区 间 [0, 相 上, 函数 及 (z),n = 1,2,3,… 连续, 并 
且 一 致 有 界 , 即 存在 不 依赖 于 n 的 常量 M, 使 得 在 ab] 上 恒 有 | 所 (z)| < M 成 立 . 
如 果 丽 数 序列 {f(z)} 收敛 并 且 其 极限 f(z) = lim f(z) 在 [o, 相 上 连续 , 那么 


b b 
1/ jadz = lim, / f(s)dz, 7(z) = im jn) 
这 个 定理 是 Lebesgue 积分 论 中 Lebesgue 逐 项 积分 定理 9 的 特殊 情况 , 由 于 在 


本 书 中 也 是 便于 应 用 的 定理 , 在 此 , 我 们 介绍 由 Hausdorf 给 出 的 初级 的 证 明 @. 


@ 岩 波 基础 数学 选 书 《 现 代 解 析 和 人 门 》 续 篇 《测度 上 积分 》 参考 84.4. 
@ F. Hausdorff “Beweis eines Satzes von Arzela" , Math. Zeit 26(1927)pp. 135-137 参照 芯 原 松 三 
郎 《微分 积分 学 1》Pp.365-370. . 
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证 明 因为 


b b b 
[ teas- { toasl < {ate) -ser, 


所 以 ,如 果 令 gn() = (四 一 了 (zl, 只 须 证 明 
lm / a =0 
成 立即 可 . 根据 关于 f(z) 和 f(z) 的 假设 , 函数 gu(z) 在 区 间 [o, 贡 上 连续 , 并 且 恒 


有 0 < gn(z) < 2M，,lim_gn(z) =0 成 立 . 因此 , 只 须 最 初 就 候 定 志 (z) 在 区 间 fo, 
上 连续 , 并 且 恒 有 0 < 如 (z) < M，lim f(z) = 0 成 立 , 并 且 证 明 


,im / Y fn(z)dr =0 (5.28) 


成 立即 可 . 
在 每 一 点 z(a < z 和 日 处 , 数列 fn(z)，fnti(z)，fn+2(Z),…，fm(z),… 的 上 
确 界 设 为 sn(z), 则 


sn(Z) = sup fm(z). 
m>n 


显然 ， 


M > 81(7) > sz(z) >…>sn(z)>…，as<szskb (5.29) 
并 且 ,lim fn(z) = 0 所 以 


im sn(Z) = lim sup fn (7) = 0. (5.30) 


因此 , 函数 sn(z) 在 区 间 [a,6] 上 连续 时 , 根据 Dini 定理 (定理 5.7), 函数 序列 {sn(z)} 
在 [a, 外 上 一 致 收敛 于 0, 从 而 , 根据 定理 5.8， 


b 
Lim。 / sn(Z)dz = 0, 


由 0< 户 (z) < sn(z), 可 得 (5.28) 式 . 但 这 种 情况 下 函数 序列 {f(z)} 也 在 [a, 昌 上 
一 致 收敛 于 0, 所 以 定理 5.10 可 以 归结 为 定理 5.8. 


b 
一 般 情 况 下 , sn(z) 未 必 连 续 , 因此 积分 / sn(z)dz 也 未 必 一 定 有 意义 . 在 此 ， 
我 们 用 如 下 定义 的 sn 代替 f sn(z)dz : 考虑 区 间 [a,9] 上 有 定义 的 连续 函数 g(z) 
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的 全 体 , 使 得 g(z) < sn(z) 恒 成 立 , 并 且 把 其 积分 / gf(z)dz 的 上 确 界 设 为 Sn: 


b 
Ce / g(z)dz. (5.31) 
eh 


这 里 ,9 < sn 意味 着 glz) < sn(z) 恒 成 立 车 g < s， 则 根据 (5.29) 式 , 恒 有 
g(r) < M, Ft [gear < Mo 四. 若 g< sm; 则 9g < sn 所 以 , Sn < Sn 1 . 


即 
M(b—a)>51>52>53>..> 5n >. 


因为 0< f(z) < sn(z), 所 以 根据 (5.31) 式 ， 
og 厂 (zldzs Sn 


因此 , 只 须 证 明 当 n 一 co 时 , Sn 一 0 即 可 . 为 此 , 对 任意 给 定 的 正 实数 e, 若 令 
En = e/2", 则 根据 (5.31) 式 , 在 [中 上 存在 连续 的 函数 gn(z) , 使 得 


b 
f gnae > 8% en, gnlo) < snlo), a< <b (5.32) 
上 


成 立 . 在 每 一 点 z ae 和 zs 和 bb 取 gi(z),ga(z)……gn(z) 的 最 小 值 为 hn(z): 


hn(7) = min{gi (72), g2(7), ,gn(2)}- 


则 根据 上 图 , hn(z) 在 lo, 日 上 的 连续 性 是 -一目 了 然 的 , 但 要 通过 计算 来 证 明 , 只 
须 进 行 如 下 操作 即 可 . 对 于 实数 6, + 一 上 长 一 中 的 值 , 当 > 时 , 等 于 2m; 当 
€ < 7 时 , 等 于 26. 即 
min{é,} = (E+ 一 长 一 1) (5.33) 
因此 , 一 般 情况 下 , 若 p(z), W(x) 是 区 间 了 上 的 关于 = 的 连续 函数 , 则 


min{fp(z)，%(z)} = je +W(z) ~ lp(z) 一 %(z) 
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也 是 了 上 的 关于 z 的 连续 函数 . 所 以 , 和 a(z) = gu(z), 并 且 n>2 时 
hn(z) = min{hn—1(2), gn(7)}, 
所 以 , 根据 关于 n 的 归纳 法 , hn(z) 在 区 间 [o, 引 上 连续 . 显然 
各 (z) > ja(z) > 2 hn(7) 关 …jn(z) < gn(z) < sn(7)- (5.34) 
关于 这 个 连续 函数 hn(z) , 为 了 通过 关于 m 的 归纳 法 来 证 明 不 等 式 


b 
A jn(z)dz > Sn 一 cl 一 sz 一 … 一 cn (5.35)n 


成 立 , 把 jmn(z) 设 为 hn-1(z), gn(z) 中 较 大 的 一 个 (严格 地 说 , 应 该 是 不 小 的 一 个 ): 
An(z) = max{hn_1(7), gn(7)}. 

与 (5.33) 式 相同 ， 了 
max{é,7} = 3(é+7+|é—n)), 


所 以 3 
各 (z) = 3(hn-1(®) + gn(z) + |hn-1(7) — gn(2)), 


因此 , jn(z) 也 在 区 间 [日 上 连续 , 并 且 
max{é,7} + min{é,7} = €+ 7, 
所 以 
halo) + p(s) = hn 1(7) + gn(z). 
/ “halz)dz = | "hai(z)de+ y “gals)dr — / jal)ar. 
因为 hn-1(z) < sn-l(Z)，gn(Z) < sn(Z) < sn-1(7) ,所 以 in(z) < sn-1(z). 因此 根 
据 6531) 式 ,/ (cjdz < sn-1. 所 以 ,根据 (5.32) 式 , 
办 各 (zjdz > da i 


因此 , 若 假设 (5.35)»-1 式 成 立 , 则 (5.35)" 式 成 立 . (5.35)1 式 是 和 a(z) = gi(z), 所 以 
根据 (5.32) 式 显然 . 从 而 根据 关于 n 的 归纳 法 , 对 所 有 的 自然 数 n，(5.35)n 式 成 立 . 


因为 Den = e, 所 以 
n=1 


/ ee (5.36) 
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hn(z) 在 闭 区 间 [o, 引 上 连续 , 根据 (5.34) 式 函 数 序列 {hn(z)} 单调 非 增 , 并 且 
0 < hn(z) < sn(z). 因此 根据 (5.30) 式 ，lim jn(z) = 0 . 因此 , 根据 Dini 定理 ( 定 
理 5.7), {hn(z)} 在 [w, 蝇 上 一 致 收敛 于 0. 所 以 


im。 ， jn(z)dz = 0. 
从 而 , 根据 (5.36) 式 ， 
全 让 


其 中 ,= 是 任意 的 实数 . 所 以 
lim, Sn =0. 口 


上 述 定理 5.10 中 , 若 把 闭 区 间 [a, 9] 换 成 开 区 间 (a,b), 结论 仍然 成 立 . 
定理 5.11 ” 设 函 数 户 (z),m = 1,2,3,… 在 开 区 间 (a,b) 上 连续 , 并 且 一 致 有 界 . 则 
函数 序列 {hn(z)} 收敛 , 并 且 如 果 其 极限 f(z) = ,lim_ f(z) 在 (a,5) 上 连续 , 那么 


[sar = 下/ flor, 00) = lig, foo). 
b 
证 明 ”只 须 证 明 im 所 (z) = 0 时 ,lim, / 及 (z)dz = 0 即 可 . 根据 假设 , 在 区 间 
(sb) 上 恒 有 | 太 (z)| < M ，M 是 与 nn 无 关 的 常数 . 对 于 任意 给 定 的 正 实数 ,车 取 
正 实数 5, 使 得 4M5 < e, 25 <b 一 a 成立 , 则 
b ‘at6 . b—5 b 
f iw- fart ,ftst {frae, 


并 且 
at+6 
[AA 


b 
< Ma, | 人 da 


< M5, 


所 以 


< 十 2M6. 


| / “dz / 本 f(s)dz 


有 (z) 在 闭 区 间 [a+6,5 一 9] 上 连续 , 一 致 有 界 , 并且 ,lim, fn(z) = 0 ,所 以 根据 定理 
5.10, 
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因此 , 对 于 se, 存在 自然 数 no(e), 使 得 


只 要 mn > no(e), 六 有 | [ 本 fas)dz| <§ 
成 立 . 因此 ， 
只 要 n > no(e)， | [ hla <2M6+3 <e 
成 立 . 即 > 
im / f(z)dz = 0. 口 
c) 具有 强 函数 的 函数 序列 


设 六 (zjm = 12,3,… 是 定义 在 区 间 工 上 的 连续 函数 , 如 果 存在 在 工 上 定义 
的 连续 函数 c(z)，c(z) > 0, 并 且 对 于 所 有 的 mw, 使 得 |fn(z)| < c(z) 便 成 立 , 那么 
称 o(z) 是 函数 序列 {f(z)} 的 强 函 数 (majorant). 当 函 数 序列 非 一 致 有 界 , 但 具有 
强 函 数 时 , 可 以 将 定理 5.11 进行 如 下 推广 . pe 

定理 5.12 。 如 果 函 数 o(z), o(z) > 0 在 区 间 (a,+o0) 上 连续 ， / a(z)dz < +o0, 
函数 f(z),n = 1,2,3,… 连续 , 并 且 恒 有 |fn(z)| < o(z). 那么 , 若 函 数 序列 {f(z)} 
收敛 , 并 且 其 极限 f(z) = ,im fn(z) 连续 , 则 


+o0 二 oo 
[se mf hla f= fle) 637) 
证 明 ”对 给 定点 ca < c, 设 
ya = oe, 


并 且 将 (5.37) 式 两 边 的 积分 变量 z 换 成 上 = %(z) . 因为 W(z) = c(z) > 0 ,所 以 根 
据 3.3 节 的 定理 3.6, t = YW(z) 是 定义 在 区 间 (o +co) 上 的 关于 z 的 连续 可 微 的 单 


调 增 函数 ,并且 因 为 候 定 。 o(z)dz < +eo, 所 以 存在 极限 


+eo 
a = limoy(z) = -ea B= ,lim wz)= /| o(z)dz, 


oo 


并 且 w(z) 的 值 域 是 开 区 间 (o 8)， 因 此 , 若 取 t = %(z) 的 反 函 数 为 > = w(t) = 
人 -1(), 则 根据 2.2 节 的 定理 2.7 和 3.2 节 的 定理 3.4, p(t) 是 区 间 (a, 6) 上 可 微 的 
单调 递增 函数 , 并 且 


/| 1 = 1 = 
Y= Tg = a z= (0), 
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从 而 , p(t) = 1/c(e(b)) 也 是 关于 上 的 连续 函数 . 因此 , 根据 积分 变换 公式 (4.56)， 


本 0) 
a ce) 


三 Ja)dz= 记 (p(D)wrtbdt = dt 


同 理 ， 


to f° fp), 
[ ee/ Ke 


根据 假设 , 因为 |;(z)| < o(z), f(z) = lim, 反 (z), 所 以 


2 人 | < je) _ jm fo(p(d) 
ab) ol(p(t) nm co) 


故 , 根据 定理 5.11， 


2 J(p(t) 2 (el) 
人 区/ 全 


因此 
+o0 十 oo 
[sea im Ad 0 
将 定理 5.12 中 区 间 (a, +oo) 换 成 任意 的 区 间 1 结论 仍然 成 立 ， 
下 面 关于 无 穷 级 雪 的 逐 项 积分 的 定理 是 定理 5.12 的 推论 
定理 5.13 设 函 数 o(z) > 0 在 区 间 (oa, +co) 上 连续 , 并 且 / alz)dz < +o0. 


如 果 函 数 f(z), n = 1 2,3,… 在 区 间 (a, +co) 上 连续 , 级 数 Sale) 收敛, 其 和 


n=1 
s(z) = 5 f(z) 连续 ,并且 部 分 和 sm(z) = 》、 记 (z) 恒 满足 不 等 式 |sm(z)| < o(z)， 
n=1 n=1 
那么 


yh hl = 三 / dz 
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a) 收敛 半径 
下 面 我 们 来 考察 z 的 等 级 数 》) anz" 的 收敛 性 . 如 果 将 z 用 > 一 置换 , 那么 
n=0 


考察 的 结果 可 以 直接 应 用 到 zc 的 等 级 数 》、 on(z - dj" 上 . 在 数 轴 及 上 的 一 点 
n=0 
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:z 处 , 若 级 数 》 anz” 收敛 , 则 当 n 一 co 时 , anz” 一 0. 所 以 , 对 于 所 有 的 mw 存在 
n=0 
满足 |lanz"| < M 的 正 的 常数 M, 从 而 
ellonP” < MA. 


一 般 地 , 对 于 所 有 的 n, 如 果 bn < cn, 那么 limsup bn < limsup en. 又 根据 (2.5) 式 ， 
因为 ,iim_ MY" =1, 所 以 ; 


lz| lim sup lan < lim sup MY/"*=1. (5.38) 


故 , 当 0 < limsup|anjM”< +oo 时 , 如 果 设 


1 
0 lim sup lan|1/™” 

那么 

lz| 和 (5.39) 
当 limsuplonl/” = +oo 时 , 令 >= 0. 如 果 |z| > 0, 那 么 根据 (5.38) 式 ,limsup |an|/” 
< +oo. 所 以 , 此 时 lz| = 0, 即 (5.39) 式 成 立 . limsuplanP/" = 0 时 , 令 r = +eo, 此 
时 (5.39) 式 显然 成 立 . 对 于 这 样 定义 的 7, 下 列 定理 成 立 : 
定理 5.14 ”震级 数 》 onzn 在 |z| < r 时 绝对 收敛 , 在 |z| > > 时 发 散 . 

n=0 
证 明 ”首先 , 当 |z| <" 时 , 若 选 取 一 个 满足 |z| < p < 7 的 实数 p, 则 1/p > 1l/r = 
lim sup |an|/". 所 以 根据 在 1.5 节 c) 中 阐述 的 上 极限 的 性 质 (i), 存在 自然 数 no, 使 
得 1 1 
只 要 n > no， 就 有 |an|1" < 7 成 立 从 而 lan| < A 


所 以 


只 要 mn > no, 就 有 |anz"| < (外 ) 成 立 . 


根据 假设 , 因为 |z| /o < 1, 所 以 正 项 等 比 级 数 》` (lz| /oj” 收敛 所 以 根据 1.5 节 的 
n=0 


定理 122, 每 级 数 》、 auan 绝对 收 化 
n=0 
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其 次 , 当 |z| > 时 , 若 级 数 arr 收敛 , 则 根据 (5.39) 式 ， 人 <7, 艺 盾 . 所 


n=0 


以 此 时 级 数 Danz" 发 散 : 口 


n=0 


定理 5.14 中 的 7 称 为 z 的 备 级 数 Dar 的 收敛 半径 (radius of convergence). 


车 约定 1/ + oo 等 于 0, 1/0 等 于 +co, 则 每 级 数 De 的 收敛 半径 7, 也 包含 
limsuplanl 人 一 = +oo 以 及 =0 的 情况 ， 并 且 由 Cauchy Hadamard 公式 


jim sup |an|Ln (5.40) 
no0 


给 出 . 
当 0<r < +oo 时, |z| = mw 即 或 者 z = -r 或 者 z=7, 则 短 级 数 》 anz” 既 


n=0 
可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 因此 使 级 数 》 ”onz" 收敛 的 z 的 集合 是 区 间 (一 >) , [7,7]， 
n=0 
[mm), (下 之 一 . 
例 5.9 ”考察 寡 级 数 》,z"/m. 根据 2.3 节 的 例 2.9， 


n=1 
lim lnnl/™= lim — =0, 
noo oo 
因此 


lim nlyn =1. (5.41) 


n—00 


所 以 级 数 》、 z"/n 的 收敛 半径 是 r=1. 级 数 Dz"/n 在 z=1 处 发 散在 z = -1 
n=1 n=1 


处 , 根据 1.5 节 的 定理 1.23, 收敛 . 使 级 数 》， z"/n 收敛 的 z 的 集合 是 区 间 [1,1). 


n=1 
关于 震级 数 的 收敛 , 如 果 考 虑 以 复数 cn 为 系数 的 复数 z 的 震级 数 》 cnz", 那 
n=0 
么 定理 5.14 也 仍然 成 立 . 
定理 5.15 设 


1 
limsup|cn|V™’ 
人 
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则 震级 数 Yor 在 |z| < r 时 绝对 收敛 , 在 |z| > > 时 发 散 . 
证 明 。 仅 利用 绝对 值 的 性 质 , 定理 5.14 的 证 明 在 此 仍然 适用 品 
定理 5.15 中 的 r 称 为 震级 数 》) cnzn 的 收敛 半径 . 当然 此 处 0< ~ < +oo. 
当 0 < r < +oo 时 复 平面 C 上 以 0 为 中 心 、 半径 + 的 圆周 C -fl 一 中 
称 为 寡 级 数 Do 的 收敛 圆 (circle of convergence). 根据 定理 5.15, 点 z 若 在 收敛 


圆 C 的 内 部 , 则 短 级 数 》` cnz" 绝对 收敛 ; 车 在 收敛 圆 的 外 部 , 则 发 散 . 点 z 若 在 


n=0 
收 敏 圆 C 上 , 则 级 数 》) cnz” 既 可 能 收敛 又 可 能 发 散 . 把 > 称 为 收敛 半径 是 因为 它 
n=0 


是 收敛 圆 的 半径 . 
b) 客 级 数 的 微分 和 积分 


设 智 级 数 》 anz" 的 收敛 半径 是 7,0 < r < +oo, 在 开 区 间 (-r,r) 上 考察 其 和 
n=0 
f(z) = > anzn， 
n=0 


根据 定理 5.14, 当 |z| < "7 时, 宪 级 数 》 anzn 绝对 收敛 ,但 是 它 在 其 收敛 区 间 (一 rr) 
n=0 
上 未 必 一 致 收敛. 例如 , 当 |z| < 1 时， 
和 Cn 
rr 


此 式 右边 的 等 比 级 数 收敛 , 但 是 在 (~1, 1) 上 非 一 臻 收敛， 因为, 车 假设 此 级 数 一 
致 收敛 , 则 对 于 任意 的 正 实数 6, 存在 自然 数 mo (e), 使 得 当 m > mo (e) 时 , 只 要 
-1<z<1l 就 有 


蕊 区 


1 Ly 
rr 
恒 成 立 . 这 与 lim ,1/(1 -- z] = +eo 相 荐 盾 . 但 是 下 面 的 定理 成 立 ， 


定理 5.16 ”对 于 满足 0 < p < r 的 任意 实数 p, 寡 级 数 》 anz” 在 闭 区 间 [~p,p] 
n=0 
上 一 致 绝对 收敛 . 
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证 明 ”对 于 给 定 的 满足 p < o < r 的 一 个 实数 o, 因为 等级 数 六 wo 收敛 , 所 以 
n=0 
leno"| < M, 即 存在 常数 M, 使 得 


M 
lenl < (5.42) 
成 立 . 所 以 , 当 -p< z < p 时 ， 


n 国 py” 
lenz"| < lanle” < M (SG)， 
， 


又 因为 p/o < 4 所 以 和 Mo/cj" < +eo 故 , 根据 5.3 节 , 定理 56 的 (1), 级 数 


n=0 


Danz” 在 区 间 [一 pn] 上 一 致 绝对 收敛 . 口 
n=0 


因为 每 一 项 anz" 在 数 轴 R 上 是 关于 z 的 连续 函数 , 所 以 根据 定理 5.5 的 (2)， 
f(z) = 》 anz" 是 区 间 [pp] 上 关于 z 的 连续 函数 , 其 中 p 是 满足 0<p <r 的 


n=0 


任意 实数 , 因此 , f(z) = > anz" 是 开 区 间 (~mr) 上 的 关于 z 的 连续 函数 . 


n=0 
下 面 , 为 了 证 明 f(z) 在 (-7,7) 上 连续 可 微 , 我 们 来 考察 , 对 级 数 >》 anz" 进 
n=0 
行 逐 项 微分 得 到 的 吞 级 数 
D> Tonzn 1. 
n=1 
显然 , 级 数 》 nanz”"1! 与 等 级 数 》` nanz”" 同时 收敛 , 同时 发 散 . 从 而 级 数 》)n 


人 一 n=1 n=1 
anz"! 的 收敛 半径 与 > nanz" 的 收敛 半径 相等 . 根据 (5.41) 式 , 因为 lim_ma/" = 
n=1 
1, 所 以 对 于 任意 的 正 实数 s, 存在 自然 数 no (a), 使 得 当 n> no (e) 时 ， 


1<nt <1+e， 


因此 
lanl/™ < Inanl/® < (+elanln 


limsuplan|yn < limsup Inan|M/” < (1+€)limsup lan|™”, 
ee es 
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所 以 


limsup |nanlm = limsup lanh* = 让 


即 , 宕 级 数 六 rom 的 收敛 半径 是 7. 从 而 , 级 数 Dr 的 收敛 半径 也 是 了 


n=1 


所 以 , 根据 定理 5.16, 对 于 任意 的 实数 p, 0 < p < 7, 备 级 数 bp nanz"! 在 区 间 


n=1 
[=p,p] 上 一 致 绝对 收敛 . 因此 根据 定理 5.9 的 (2), f(z = ono" 在 区 间 [-p,p] 
n=0 
上 连续 可 微 ;并 且 


Sno, 
ef 
其 中 , p 是 0< p <7 的 任意 实数 . 所 以 f(z) 在 区 间 (-mr) 上 连续 可 微 , 并 且 
f'(z)= 三 we lz| < 
根据 相同 的 讨论 , 可 以 证 明 f' (z) 同样 在 区 问 (-”r) 上 连续 可 微 , 并 且 
f°@) = nn Donor 


n=2 


同 理 , f(z) 在 区 间 (7,r) 上 可 任意 次 连续 可 微 , 其 m 阶 导 函 数 由 


f(z) = bp n(n—1)(n—2).(n—mt+lar™ ™ (5.43) 
给 出 . 
这 里 , 若 取 z=0, 则 fo" (0) = mlam, 即 
f "(0 
5 人 


因此 , 告 级 数 》、 anzn 在 区 间 (nr) 上 , 与 以 (c) 的 原点 0 为 中 心 的 Taylor 级 数 
n=0 


(n) (0 
pa Or 


n=0 


一 致 . 
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对 于 区 间 (-mr) 内 的 任意 点 c, f(z) 可 以 在 c 的 某 个 邻 域 , 以 c 为 中 心 展 成 
Taylor 级 数 . 
[证 明 ] 根据 Taylor 公式 (3.39)， 
/9-10+ OG-9+..+ 


Rm = (am, €=c+0(rz -ce), 0<0<1. 


(2 —O™ + Rm, 


在 c 的 某 个 邻 域 , 当 mm 一 co 时 , 为 证 明 Rm 一 0, 我 们 取 满 足 |c| <o < 7 的 一 个 实 
数 o, 则 根据 (5.42) 式 ， ， 
M 
lan| < 六 ， 


因此 , 根据 (5.43) 式 , 当 |z| < o 时 ， 


|fem(z)l < M 5 nt 一 TD 二 2. 人 一 mm 十 DIE 
此 式 右 边 的 寡 级 数 的 和 可 以 如 下 容易 地 求 出 : 当 |z| < o 时 ， 
Zn 浊 o 
2 1 一 z/c To-z 
n=0 
把 两 边关 于 z 进行 m 次 微分 , 则 根据 (5.43) 式 ， 
oo nm dm 
二" -DD , -新 ( 坟 ) 
例如 , 通过 关于 m 的 归纳 法 , 即 可 容易 得 
d™ 0 mlo 
dim (把 ) 本 (一 Z)m+l 
故 
oo n—m 1 
i DO 一 3 -mm+D = Gr 
从 而 
. FD) < Gr jzl < (5.44) 
所 以 . 


-ol 
anlsz 局 直人 有) lS 
Re 于 是 设 o-|c|=25, 


-一 25 一 | 


则 因为 上 介 于 z 和 e 之 间 , 所 以 当 |z 一 c| < 5 时， 
o-lé>o-ld-6= 
因此 , |z -cl| < o 一 le| 成 立 . 从 而 , 当 m 一 oo 时 , Rm 一 0. 所 以 f(z) 在 开 区 间 
(c 一 6,c 十 6) 上 可 以 展 成 以 e 为 中 心 的 Taylor 级 数 
1 =19+ HO- I+ FA. + On +t... (45) O 


因为 “是 区 间 (-m7) 内 的 任意 一 点 , 所 以 根据 3.4 节 £ ) 中 的 定义 , f(z) 是 开 
区 间 (-m7) 上 的 关于 z 的 实 解析 函数 . 
车 Taylor 展 式 (5.45) 右边 的 等 级 数 的 收敛 半径 取 为 re, 则 根据 (5. 人) 式 


次 Mo Yi 1 1 
< limsu (5 ) = ; 


mn 一 oo jc 


oc | © 
5 -一 一 一 
ee | 网 


即 


re>0— ld, 
其 中 , o 是 满足 |c| < o < 7 的 任意 实数 . 故 
re>r— ld. (5.46) 
因此 , 若 设 (5.45) 式 右边 的 短 级 数 的 和 是 
| 


n! 


fa) = 10+ LO a+ oe+ (sO + 


则 fc(z) 是 在 区 间 (c 一 re,c 十 7e) 上 定义 的 实 解析 函数 . 若 工 = (7, 7)n(c-re, c+re)， 
则 f(z) 和 fe(z) 都 是 区 间 了 上 的 关于 z 的 实 解析 函数 . 

| 和 和 

= Rs t } 


并 且 根 据 (5.45) 式 , 在 点 cs 的 邻 域 (c-6c+6) 上 , f(z) 与 fc(z) 一 致 .所 以 根 
据 3.4 节 的 定理 3.20, 在 区 间 工 上 , f (z) 与 f(z) 一 致 .因为 re。 >7 一 |c|, 此 结果 表 
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明 , 7 (z) 的 Taylor 展 式 (5.45) 在 一 | < Ir| 一 |d 时 成 立 . 根据 以 上 的 讨论 , 可 以 
获得 下 面 的 定理 。 
定理 5.17 。 设 宕 级 数 》) anz” 的 收敛 半径 为 n 如 果 0 < r < +oo, 则 其 和 


n=0 


f(z) = Danz™ 
n=0 
在 开 区 间 (7,r) 上 是 关于 z 的 实 解析 函数 , 并 且 f(z) 的 mm 阶 导 函 数 是 


f(z)= bp n(n—1)(n—2).(n— m+ lanz™. 
对 于 区 间 (-m7) 内 的 任意 点 c, f(z) 在 区 间 (c 一 + 二 |c|,c+7 一 |c|) 上 可 以 展 成 
Taylor 级 数 


10)=10+ LO- ot LO- oe+...+ (on+ 


例 5.10 如 3.4 节 例 3.7 所 示 , 对 于 任意 的 点 cc > 0, nz 在 区 间 (0,2c] 上 可 以 展 
成 以 为 中 心 的 Taylor 级 数 : 


ne=mnet Dy CU Dt 0), (5.47) 
n=1 
因为 pm (ne")M" = e 所 以 此 右边 宕 级 数 的 收敛 半 径 是 。。 特别 地 , 设 c=1 并 且 
把 z 用 z+1 来 置换 , 则 


DD -1l<z<1. (5.48) 
此 式 右边 的 每 级 数 的 收敛 半径 当然 是 1. 当 0< c< 1 时 , 若 将 (5.47) 式 的 rz 和 ,分 
别 用 1+z 和 1 + c 来 置换 , 则 


In(1+z)= w+9+ 宁 全 1 


_ om 
re oe: 


此 式 右边 的 考级 数 的 收敛 半径 是 7。 = 1+c. in(1+z) 的 Taylor 级 数 (5.48) 式 给 出 
了 一 个 在 (5.46) 式 中 不 等 式 re > 7 一 |c| 成 立 的 例子 . 
例 5.11 若 / 是 任意 实数 时 ， 


(1 十 zj = Izl<1. (5.49) 
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若 / 为 正 整数 时 , (5.49) 式 归结 为 二 项 式 定理 : 
p 
1+2)*=1+ 人 ]zn. 
(1+z (0 


把 (5.49) 式 的 右边 称 为 二 项 级 数 . 下 面 我 们 利用 Taylor 公式 (3.39) 来 证 明 (5.49) 
式 . 
是 明 ] 因为 
天 
r+) = pp DD D+) 
所 以 n—l 
(1+2)* 1 
并 且 , 根据 Cauchy 余 项 公式 (3.43) 式 ， 


Rs = LL- DD) n+l) 


tm (1+0z)*-"(1—0)"-!lz", 0<0<1, 


即 


n-l pk ey 
m= ( 大 ) Cen (二 交 ) . 
因为 当 / 是 正 整 数 或 0 时 , 若 m > /二 1 则 R=0. 所 以 ,我 们 将 排除 这 种 情况 . 由 


已 知 条 件 |z| < 1, 所 以 
1+bz>l 一 |zle>1 一 0， 


因此 


1 一 0 

二 SL 
又 因为 0 < 9 < 1, 所 以 1 一 |z| < 1+9z < 1+|z|， 因此 ,车 一 1 > 0, 则 
(97) < (1+|zD 1; 车 一 1<0, 则 (1+9z)* < (1 一 |z])*1. 若 令 


az) = (1+|zD)% + (1— |z)*), 
则 必 有 (1 十 9z)*-! < a(z). 故 
[Rl < lulals) HL [€ + 基 四 
k=1 k 


因为 |z| < 1, 对 应 于 z, 存在 满足 |(1+ |p|/m) z| < 1 成 立 的 自然 数 m. 车 令 8 = 
[+ x/m)zl, 则 


m—l 
[Rl < ealeln) HL |(1+)s 
k=1 


“bp”™, 0gB<1. 
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所 以 , 当 n 一 co 时 ， Fn >» 0. 从 而 (5.49) 式 成 立 . 口 
定理 5.18 设备 级 数 》、 anan 的 收敛 半径 为 > 0 <7 < +oo. 车 级 数 》 onrm 收 


n=0 全 9 


敛 , 则 关于 z 的 函数 f(z) = arr 在 区 间 (-r,7] 上 连续 . 若 级 数 (-7) 


n=0 n=0 
收敛 , 则 函数 f(z) = > ,onz" 在 区 间 [-7,7) 上 连续 . 
n=0 
证 明 ”我 们 考察 级 数 》) anr” 收敛 的 情况 . 因为 函数 f (z) = 》 anz” 在 开 区 间 
n=0 n=0 
(-nr) 上 连续 , 所 以 只 须 证 明 函数 ,了 (z) 在 区 间 (0,7] 上 连续 即 可 . 为 此 , 根据 5.3 节 
定理 5.5 的 (2), 只 须 证 明知 级 数 》) anz" 在 区 间 (0,7] 上 一 致 收敛 即 可 . 根据 假设 ， 
n=0 


因为 级 数 了 anr" 收敛 着 令 


n=0 


m 
am = > QnT™, 
n=k 


则 对 于 任意 正 实数 e, 存在 自然 数 mo (e), 使 得 
只 要 m > 此 > mo(e)， 就 有 |sm,k| < e 成 立 . 
对 于 属于 区 间 (0,7] 的 任意 点 z, 若 令 z=7t, 0<t<1, 则 


bp = Dor t= skkt + 入 (sn 一 sn- 
n=k n=k+1 
所 以 根据 5.2 节 c) 中 阐述 过 的 Abel 级 数 变 换 公 式 ， 
pe = smkt™+ 2 snk(t" — tnt1). 
n=k 
因此 , |sn,k| < e, 所 一 如 +L > 0, tm >0. 所 以 
> anT™ 
n=k 


即 在 属于 (0,7] 上 的 所 有 点 z 处 ， 


m=-l 
<et™+ > e(t"—t"t!l)=ett < e. 
n=k 


m 
Danr"| <e 


n=k 


只 要 mm > 上 > mo (e)， 就 有 
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故 备 级 数 》、 auzn 在 区 间 (0,7] 上 _ 致 收 全 
n=0 
关于 每 级 数 的 积分 , 下面 结论 成 立 ， 
定理 5.19 ”如 果 吞 级 数 》 anz” 的 收敛 半径 是 >, 0 < r < +co, 那么 
n=0 


i oo, 
nn n+1 
/ (So )u- 三 2 二 有 你 (5.50) 
n=0 n=0 


证 明 ”对 于 实数 p, 0 < p <” 根据 定理 5.16, 知 级 数 》) anz" 在 区 间 [-p,p] 上 一 
n=0 


致 绝对 收敛 . 所 以 , 根据 5.4 节 的 定理 5.9, 当 |z| < p 时 ， 


[ (Eo) 时 人 mde Do 
其 中 , p 可 以 在 0 < p <r 中 任意 选择 . 因此 (5.50) 式 成 立 . 口 
例 5.12 因为 
1 二 lz| <1, 
所 以 
ln(1 + z) = 让 = 人 + 全 -和 tl 


此 式 右边 的 短 级 数 , 在 z=1 时 也 收敛 , 所 以 , 根据 定理 5.18, 它 在 区 间 (-1,1] 上 连 
续 . 又 因为 hn(1 十 7) 在 区 间 (-1, +co) 上 连续 , 所 以 此 不 等 式 在 区 间 (1,1] 上 成 立 . 
于 是 , 我 们 得 到 了 (5.48) 式 的 另外 的 一 种 证 明 方法 . 


例 5.13 因为 1 
TF- +2 -2+ lz| < 1 
所 以 , 根据 4.2 节 的 (4.20) 式 ， 
= dz 让 
Aretmz= 人 于 更 一? 一 可 十 一 了 二 -1<z<1. 


此 式 右边 的 震级 数 也 在 点 z = 1 处 收敛 , 所 以 , 根据 定理 5.18, 它 在 区 间 上 (-1,1] 上 
连续 . 所 以 , 若 z= 1, 则 


了 = Arctan 1 一 1 一 地 让 三 二 二 于 5 
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例 5.14 根据 (4.18) 式 , 当 lz| < 1 时， 
A 
o Vi—z2 


为 将 它 展 成 z 的 寡 级 数 , 在 (5.49) 式 中 , 令 4 = 一 1/2, 则 


Arcsinz = 


1 1 


Vi Ft nan lz| <1. 
将 z 用 -z? 置换 , 则 
所 以 , 当 |z| < 1 时， 
a ee 3.5.7..….(2n 一 1) z2n+1 
Aresnz= 人 = 一 之; A pr 
atl.3.5.2 
一 2 5 3 2 2 Tt 
把 这 个 竹 级 数 记 为 
Sn _ 1.3.5.....(2n—1) 
+ Dm +1 i Trp 
了 (2n + 2)(2n + 3) 3 1 
an _ (2n+ n+3) _ 
dw (2n + 1)? 三 3 机 2n +0 (让)， 
所 以 , 根据 在 5.2 节 b) 中 的 Gauss 判别 法 , 正 项 级 数 》 an 收敛. 故 短 级 数 z+ ， 


n=] 
Danz*"t! 在 |z| = 1 处 也 收敛 . 从 而 , 根据 定理 5.18, 其 和 在 -1 < z < 1 上 是 关 


n=1 
于 zx 的 连续 函数 . 所 以 , 上 述 的 Arcsin zx 的 知 级 数 展 式 在 -1 < z < 1 时 成 立 . 特别 
地 , z = 1 时 ， 

1 1.3 ，1.3..5 


开 Eb 
2 hnl lt ta. ta.a67 1 


<) 指数 函数 
设 DC C 是 复 平面 上 的 点 的 集合 . 对 于 属于 的 每 一 点 z, 都 对 应 一 个 复数 
ww, z 到 _w 的 对 应 关系 f 称 为 定义 在 D 上 的 函数 , 并 且 把 通过 f 与 z 相对 应 的 由 
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用 f(z) 表示 . 如 在 2.1 节 中 盖 述 的 D C R 的 情况 一 样 , 我 们 把 z 看 作 是 代表 属于 
DD 的 点 的 变量 . 把 函数 了 记 为 f(z), 并 且 称 f(z) 是 复 变量 z 的 函数 . 又 称 D 为 函 
数 f (z) 的 定义 域 , 称 f(D) = {f(z) |z < D} 为 函数 f(z) 的 值 域 

设 》 cnzn 是 以 复数 cn 为 系数 的 z 的 等 级 数 , 如 果 此 级 数 的 收敛 半径 > 满足 


n=0 


0 <r < +oo, 那么 根据 定理 5.15, 当 |s| < > 时 , 级 数 》) cnz" 绝对 收敛 . 所 以 若 令 


n=0 


f(2) = Denz", 


n=0 
则 函数 f(z) 是 定义 在 D = {z s Cllz| < 7} 上 的 关于 复 变 量 z 的 函数 当 7 = +oo 
时 , D = C; 当 7 < +oco 时 , 是 震级 数 cnz" 的 收敛 圆 的 内 部 . 
n=0 
在 2.3 节 (2.11) 中 ,把 “e 的 z 次 智 " 定义 为 
则 如 我 们 在 1.6 节 9) 中 所 证 , 此 式 右边 的 每 级 数 在 复 平面 的 所 有 点 z 处 绝对 收敛 
所 以 其 收敛 半径 为 +oo. 把 定义 在 C 上 的 关于 复 变量 z 的 函数 e: = 》 2"/ 凡 称 


n=0 
为 指数 函数 . 实 变 基 的 指数 函数 e 是 把 er 的 定义 域 限制 到 R 上 的 函数 . 
对 于 任意 的 复数 z 和 w, 不 等 式 


ezew =etw (5.51) 
成 立 . 了 
证明 因为 ex = 2 za/nb e? = Dw"/nt, 所 以 根据 5.1 节 中 证 明 的 分 配 律 
n=0 n=0 
(5.9) 式 ， 


00 mn Nn—1, 了 一 大 大 mn 
zow 一 委 人 SR 
bs H+ 十 本 二 有 两 十 + 要) 
1 本 n\n-l, n nkayk mn 
= 也 z+ (1)s w+ 十 +. 
n=0 


所 以 , 根据 二 项 式 定理 ， 


oo 
本 

erev 一 DS 责 C +w)" 一 ez+w. 口 
n=0 
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关于 e(0) = e” 的 等 式 (2.15): e (9)e(w) =e(0+y) 是 等 式 (5.51) 的 特殊 情况 . 
任意 的 复数 z 可 以 表示 为 


Zz 二 re9，Tr 二 |z|， 6” = cos0 十 isin9， 9 是 实数 . (5.52) 


证 明 当 z = 0 时 (5.52) 式 显 然 成 立 . 所 以 , 令 z 去 0, 并 且 设 7 = |z|. 因为 
lz/r| =1, 所 以 根据 2.4 节 , 存在 实数 6 使 得 z/r = e (0) = et 成 立 . 


从 而 , z = rei9. 口 
我 们 把 9 称 为 2 = reie, z 关 0 的 辐 角 (argument, amplitude). 若 设 z = zz 十字 ， 
z 和 ?是 实数 , 则 根据 (5.51) 式 ， 


ez 一 eret = er(cosy + isiny). 
所 以 le|= es > 0, 因此 e* 去 0. 反之 , 任意 的 复数 ww w 关 0 可 以 表示 为 w = e*. 因 
为 , 根据 (5.52) 式 , w = lwle”, 9 是 实数 , 所 以 ,车 z= Inlw| 十 i0, 则 
ez = ellvlei? = lwle’? = w. 


即 , 指数 函数 er 的 值 域 是 从 复 平面 C 中 除去 原点 0 所 得 到 的 集合 : C* = C - {0}. 


5.6 无 穷 乘 积 
对 给 定 的 数列 {fan}， an 六 0, 称 形式 


ala20304 an 


为 无 穷 乘积 (infinite product), 用 工 [ a 来 表示 . 并 且 称 
n=l1 


m 
Pm = G14203* … am = II 
n=1 
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为 其 部 分 积 (partial product) ， 当 部 分 积 pm 构成 的 数列 {pm} 收敛 , 并 且 其 极限 
p= ,lim,pm 非 0 时 , 称 无 穷 乘积 收敛 于 p. 记 为 


oo 
p= [|[ en = aozas…an 


n=1 
排除 p=0 的 情况 , 是 因为 0 是 关于 乘法 运算 没有 北 元 的 奇异 的 数 . 当 数 列 {pn} 不 
收敛 或 者 是 收敛 于 0 时 , 称 无 穷 乘积 II an 发 散 . 若 I on 收敛 于 p, 则 有 


n=1 


lim pn 
lim an= lim 2 = > ?1, 
noo moopn-l lmpn-1 7 


所 以 , 从 头 来 考察 一 下 


an=1+un, n> —1l, un—0(n— 00) 


“时 的 无 穷 乘积 Ht 1 + un). 目标 是 通过 un 的 简单 的 表达 式 , 求 出 I aru ) 收 
n=1 
敛 的 充分 条 件 . 
为 此 , 令 
ln = In(1 + un), 


并 且 把 无 穷 屯 积 (1 + un) 转换 为 无 穷 级 数 3 1. 因为 
n=1 n=1 


m m 
Inpm = [+u)= >, 


n=1 n=1 


所 以 , 若 lim_pm = 了 关 0 存在 , 则 根据 nz 的 连续 性 
= lim Dh = ,lim_ Inpm = Inp. 
n=1 n=1 
反之 ,因为 ， 
pm=e”", sm= hh, 


n=1 


所 以 , 若 s = lim sm 存在, 则 


lim pm =e’*0. 


m—o0 
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即 ,无 穷 乘 积 (1 + wn) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 无 穷 级 数 》) in 收敛 , 若 收效 , 则 


n=1 n=1 


oo 


IIda+w)=e，s= Yn. (5.53) 


n=1 n=1 


车 p= ,lim_pm = 0, 则 51 = -oo 所 以 ,如 果 不 排除 p = 0 的 情况 , 那么 无 穷 采 
积 收敛 的 结果 不 成 立 。 
定理 5.20 无穷 级 数 un 绝对 收敛, 那么 无 穷 乘积 并 (1+ un) 收 化 
证 明 因为 wn 一 0(n -co), 所 以 存在 自然 数 no, 使得” 
只 要 n > no， 就 有 lun| < 于 成立. 
因为 dydujinG + 四 = 17GL+ ,所 以 根据 中 值 定理 (定理 3.5)， 


n=ln(l+un)= 0< bn < 1. 


本 
5 1+ Onun’ ~ 
车]un| <1/2, 则 1+ Onun 之 1 一 hun| > 1/2, 因此 


只 要 n > no， 就 有 |in| < 2|un| 成 立 . 


所 以 , 若 级 数 三 un 绝对 收敛 , 则 级 数 ba 也 绝对 收敛 . 从 而 , 无 穷 乘积 I (1 + un) 


n=1 
收敛 oo 。， oo 9 
级 数 5 un 绝对 收敛 时 ， 称 无 穷 乘 积 (1 + ww) 绝对 收 贫 ， 此 时 ,因为 级 


n=1 n=1 


数 Db 也 绝对 收敛 , 所 以 根据 5.1 节 定 理 5.1 的 (1), 即使 改变 项 ln 的 顺序 , 其 


sl 


和 s= p30 也 不 改变 ， 故 根据 (5.53) 式 , 即使 改变 项 1 + un 的 顺序 , 无 穷 乘积 
Es it (1+ un) 也 不 改变 . 


无 穷 乘 积 IH (1 十 tn) 收敛 而 非 绝对 收敛 时 , 称 无 穷 乘积 I (1 十 un) 条 件 收 


和 敛 . 根据 中 值 定理 
n=e"—1=el, 0<0<1. 
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所 以 , 当 lin| < 1 时 ， 


lun| = le llin| < e+ llsl. 


因此 , 车 级 数 》、 0 绝对 收 敏 , 则 级 数 Dw 也 绝对 收敛 故 ,无 穷 乘积 了 (1+) 
n=1 


n=1 n=1 


条 件 收敛 时 , 级 数 于 ln 也 条 件 收敛 . 因此 , 根据 定理 5.1 的 (2), 对 于 任意 给 定 的 实 


n=1 


数 能够 变换 级 数 》) in 项 的 顺序 满足 > Lo) = &. 所 以 , 根据 (5.53) 式 , 对 于 任 
n=1 n=1 


意 的 正 实数 7 = es, 能 够 改变 无 穷 乘积 (1 + w) 的 项 的 顺序 , 使 得 


n=1 


oo 
IIa 十 Unr(m)) =7 
n=1 


成 立 . 只 有 在 绝对 收敛 情况 下 , 无 穷 乘积 p = 工 [ (1 + wn) 即使 改变 其 项 的 顺序 也 不 
n=1 

会 改变 。 

例 5.15 》 1/m? 是 5.2 节 a) 中 盖 述 的 收敛 的 标准 正 项 级 数 之 一 所以, 无穷 乘 


1 


积 [[ (1 - UV4n2) 绝对 收敛 , 并 且 其 值 


让 
号 2 
II 人 本 去 ) = 和 (5.54) 
称 (5.54) 式 为 Wallis 公式 
是 明 关于 Sn, = / (sinz)"dz, 根据 在 4.2 节 例 4.4 的 结果 ， 


T1135 2n—1 


进而 , 根据 (4.27) 式 , 当 n 一 co 时 , 5S2n/52n+1 一 1. 因为 


Sm _T133.5.... CDGOmty) Sn 二 
Smti 2 2 42 (2m)2 2 (2n2)° 
所 以 六 
1 i 1 \_2, Sm _2 
I 人 蒜 十) ,I 人 机 本 本 Rs Som+1 T" 
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例 5.16 在 (4.50) 式 中 定义 的 工 函 数 T(s) 可 以 表示 为 


(m— Dims 


r= tm DG+D (tm 


s>0. (5.55) 


是 明 ] 因为 


(m — Dim’ } n(n+1)s 
(s+1)(s+2):…(s+m—1) -并 (s+n)ns’ 


/9 


则 (5.55) 式 的 右边 可 以 写成 


所 以 , 若 令 


1 mm 
s 1+tw) 
根据 Taylor 公式 ， 


(1+2)* =1+sz+ 了 as —1)(1+0z)’?z?, 0<0<1, 


并 且 显 然 有 (1+9/n)*”? < 2*. 因此 
Un < 2*-1s(s 一 DD 十， 


从 而 , 正 项 级 数 ba 收敛 . 故 根据 定理 5.20, 无 穷 乘积 a (1 十 un) 收敛 . 即 (5.55) 


式 右边 的 极限 存在 . 
为 证 明 此 极限 等 于 工 (s), 我 们 考察 广义 积分 


1 
由 #1(1 — t)™dt. 
0 


因为 > 0 所 以 ,根据 4.3 节 的 定理 4.11, 这 个 广义 积分 显然 收敛 . 根据 分 部 积分 公 
式 (4.22) 式 ， 


f #1(1 —t)"dt= Ee Es or 于 二 六 ta(1 —d)™-1d, 


222 第 5 章 无 穷 级 数 


并 且 [(t/s)(1 一 四 = 0. 所 以 ， 
-1 _ Amao sf] mlgr 
/: (1—t)"™dt= = / #(1—t)"™ dt= 


1 
= tstm-1dt 
s s+l1 s+2 s+m—1Jo 
ml! 


s(s+1):*.(s+m) 


因此 , 若 令 t= z/m, 并 且 把 积分 变量 t 变换 为 z, 则 


ot ZN mlms 
/ ' (1- 却 ) dT tT 


所 以 , 要 证 明 (5.55) 式 , 只 须 证 明 


lim_ 大 zs -E) dr= _ rodz = T(s) 
成 立即 可 . 为 此 , 令 
.8 一 本 
0<z<m 时 加 (z)=z 1(1 -三 ) 5 
Z > mm 时 ， fm(7) =0, 


并 且 利用 5.4 节 ) 中 六 述 的 具有 强 函数 的 函数 序列 的 定理 5.12. 函数 fo (z) 是 在 
定义 区 间 上 的 z 的 连续 函数 , 并 且 根据 (2.7) 式 , ,lim (1 一 z/mj” = er*, 所 以 


mn fn(®) = "107, 
又 

0< 名 GD) < "te, 
事实 上 ,因为 


大 Cay 2 \2 
二 
元 和 1 mt am Q ) ， 


所 以 , 当 0<z<m 时 ， 


CE 


km 
(0 "= 


从 而 


5.6 无 穷 磁 积 223 


之 Zs-1e-? 是 函数 序列 {fm (z)} 的 强 函数 , 并 且 根 据 (4.50) 式 ， 
| / 1 st0-sdz =T(s) < +o0. 
故 根据 定理 5.12， 
lim 三 ze (1-£)" dr=, 各 (zjdz= J ze-lerzdz =T(s) 


m00 jo 
成 立 : 口 
关于 未 必 绝 对 收敛 的 无 穷 乘积 , 有 下 列 收敛 的 判别 法 . 
定理 5.21 。” 若 级 数 ba 和 Dm 同时 收敛 , 则 无 穷 乘积 nl (1 + un) 收 统 
证 明 首先 证 明 , 若 pl <1/4, 网 
Un — 2 < In = In(l + un) < un. (5.56) 
令 4= un, 则 根据 Taylor 公式 (3.39)， 


ln(1 十 u) =4u— 0<09<1, 


1 
2(1 + Ou)? 5 
所 以 , n(1+ < 显然 成 立 . 因为 lu| < 1/4, 所 以 1+ 9u > 1 ul > 3/4. 因此 ， 


In(1+u) -ut = (- 


即 不 等 式 (5.56) 式 成 立 . 所 以 取 满足 如 下 条 件 的 ko: 当 n> ko 时 , |un| < 1/4 成 立 ; 
当 m > 上 > ko 时 ， 二 
Dm Ds Dh Du (5.57) 
一 般 地 , 级 数 》` an 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 根据 Cauchy 判别 法 , 对 于 任意 的 正 实 
n=1 
bo 


据 (5.57) 式 , 若 级 数 ba 和 六 由 同时 收 八 则 级 数 也 收敛 . 从 而 无 穷 乘 


n=1 
济 积 开 (1 十 Un) 收敛 . 口 
了 


根据 此 定理 知 , 无 穷 乘积 [ (1 + (1)”/n) 是 条 件 收敛 的 . 


n=1 


1 
ip > o> 


数 s, 存在 自然 数 no (se), 使 得 当 m > > no (e) 时 , 就 有 < < 成立. 因此 , 根 


224 


第 5 章 无 穷 级 数 


习 题 


38. 对 于 级 数 池 a 入 局， 设 cn = arbn 十 a2bn-1 十 … 十 anb1. 证 明 : 若 级 数 on 绝对 


39. 


40. 


. 证 明 当 5 一 1 > a > 0 时 级 数 1+ 儿 十 


n=l n=1 el 


全 ,级 数 三 5 收敛 则 级 数 多 cn 也 收敛 并且 证 明 分 配 律 六 c = 了 as Db 


n=1 n=1 


成 立 (此 原 松 三 郎 《微分 入 分 学 1》, p.72). 
证 明 级 数 1+ (+ (二 + (六 +… 当 p> 2 时 收入 当 Ps 2 时 发 上 
(只 三 邮 ( 生 分 各 分 学 1) P137 习题 51) 利用 Gauss 判别 法 ) 


证 明正 项 级 数 an 当 limigtn ( 震 1) > 1 时 收 全 ; 当 limsupn (车 1) <1 


2 
时 发 散 (利用 Raabe 判别 法 ). 有 
ala+l , a(a+1)(a+2) 

5(6TD + B61)(5+2) + 收 化 


十 


,举例 说 明 , 存在 满足 A 有 和 (z)dz = 1, 并 且 在 区 间 [0, +co) 上 一 致 收敛 于 0 的 连续 


函数 序列 {jo (zj 


. 求 出 每 级 数 1 十 三 人 an 的 收敛 半 欠 


1 (2n)! 


“ 设 反 (D) ,n=1,2,3,.… 是 在 区 间 工 上 关于 z 的 连续 函数 , 并 且 人 (7z) > -1. 证 明 : 若 


级 数 > fn (z) 在 区 间 IT 上 一 致 绝对 收敛 , 则 无 穷 乘积 [ (1+ fn (z)) 是 工 上 关于 = 
n=1 n=1 
的 连续 函数 一 
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